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Riassunto: Vengono esarntnut e le proprietà di irradiazione acustica. di un tronco di
cilindro vibrante radìalmente, viene mostrato che la caratteristica di diretlività di tale
superficie è esprimibile con un prodotto di due termini, il primo dei quali è una funzione
trigonometrica dell'altezza del cilindro e il secondo è una funzione di Bessel del raggio
del cilindro e vengono riportati dei diagrammi per il calcolo grafico delle caratteristiche.
Viene mostrato inoltre che per sorgenti cilindriche di altezza elevata rispetto alla lunghezza
d'onda la impedenza meccanica della sorgente dipende solo dal raggio del cilindro e può
essere espressa come Ull rapporto di due funzioni di Bessel di tale raggio.

Sono state esaminate in un precedente articolo alcune caratteristiche 'di tra-
sduttori elettro acustici cilindrici· in titanato 'di bario (l).

Qui si vogliono esaminare le caratteristiche più propriamente acustiche di tali
trasduttorì e precisamente la caratteristica di direttività e·la impedenza meccanica
dovuta al carico acustico nel caso di vibrazione radiale.

La caratteristica di direttività si
può definire come il rapporto fra la
pressione sonora in un punto a distan-
za r dal trasduttore situato su una
retta determinata e la pressione sonora
in un punto alla stessa distanza situato
sulla retta per la quale la pressione è
massima.

Assumendo coordinate cilindriche,
la direzione della retta può venire indi-
viduata dall'angolo 6 che essa fa con
l'asse z coincidente COnl'asse del tra-
sduttore e ·dall'angolo cp che il piano
verticale per cui passa fa con l'asse di
riferimento x posto in un piano nor-
male all'asse z [Fig. 1].

Tale caratteristica può essere ot-
tenuta in base alla formula che da la
pressione generata da una sorgente for-
mata da un segmento di superficie ci-
lindrica di larghezza angolare 2·()(e di
altezza 2 z posta su un cilindro di rag-
gio a.

La formula da impiegare è quella
che da la pressione sonora nei punti di
un piano verticale passante per l'asse

(l) « Atta frequenza " 24, 6, (1955).
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del cilindro e per il centro della sorgente. In verità due sono le formule nel caso
, precedente, una che da la pressione sonora pel semìpiano posto anteriormente -alla
sorgente (ep = o) ed una che da la pressione sonora pel semipiano posto dietro al
cilindro rispetto alla sorgente ('P = TC).

(1) P (r, e, O)

,mlt
-1-

4pc Uo e i Ucr-wtl sen (Kzo cos e) m~", sen !TIex e 2

lt' r kcosesene "'=0 !TIEm- b.[Hm(l) (kasene)]

(2)
p sr, e, TC

4pc Uo et (!:r-wt)

r
sen (k Zocos e)
k cos e sen e

m=ro sen rn«

.m,= o

.,----:-=:--c:-:--:-=:----:c- (- l)m
b. [H", (11 (Kasen e)

, TC
-1m-e 2

dove Em = 2 per m = o, Em = 1per !TI ~ o, !::J. è il segno di derivata rispetto all'argo-
mento e Hm (1) è la funzione di Hankel di prima specie e di ordine !TI, Us la velo-
cità di vibrazione della superficie del tubo, p c la resistenza acustica del fluido in cui

2lt
il tubo è immerso, k = - essendo À la lunghezza d'ònda del suono, nel fluido (2).

À ,
Per adattare tali formule al caso di un cilindro di titanato di bar io che' vibra

radialmente su tutta la circonferenza è necessarìo introdurre un valore di ampiezza
angolare della sorgente 2 ex = 2 rr, In tal caso il termine sotto sommatoria perde, tutti
i suoi termini che diventano eguali a zero essendo !TI ex sempre multiplo di 2 re, eccet-
tuato il primo per m = o e diventa

J

(3) sen mex

'In Em

1
b. [Hm(l) (ka sen e)] 2

La seconda formula da lo stesso risultato confermando che nel caso di un tra-
smettitore di ampiezza angolare 2ltla pressione sonora non dipende più da 0], la carat-
teristica di direttività nel piano orizzontale è un cerchio.

'Introducendo la (3) nella (1) e riordinando i termini si ha
(4)

r

Uo p c i (kr-wt) ] rsen (k z; cos e)] r2j 1 ']P (r,e) = --- e • 2lt a· 2zo - ------,----;-:--,------
, 2jÀf, kzocose -. rr kasene.b.[Ho(l)(kasene)]

Il primo termine di tale espressione rappresenta lapressìone sonora prodotta
a distanza r e nella direzione preferita e coincide con quella prodotta da una sor-
gente di dimensioni piccole rispetto alla lunghezza d'onda avente superficie 2TCa· 2zo,
velocità Uo e immersa in un fluido di resistenza p c (3).

Il prodotto degli altri due termini rappresenta la carat.terìstìca di direttività
e precisamente il secondo termine da l'effetto dello sviluppo verticale della sorgente
e il terzo rappresenta l'influenza del raggio. Infatti nel secondo termine compare
solo k Zo e nel terzo solo k a.

(2) LAIRD and COHEN, Direclionality Patterns [or ACOllStic Radituion. [roni li source on a Rigid Cy-
linder J.A.S.A., 44, 46, (1952). .

(3) BER~NEK, Acoustics, pago 93 formula 4.3.
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Il secondo termine pUÒ essere valutato senz'altro e coincide con la caratteristica
di direttività di un segmento di lunghezza 2 Zo •

Il terzo termine può essere ulteriormente sviluppato ricordando che '(4)

(5)

e cioè la derivata deUa funzione di Hankel di prima specie di ordine zero è la funzione .:
di Hankel di prima specie di ordine uno col segno cambiato. _

Si ha quindi indicando con R; e R. le due caratteristiche di dìret.tivìtà

(8)
I sen (k Zo cos 6) 2 1 lR = R,R. = • ~ .I kzocos6 7t kasen6· H,(1) {ka sen6)

(6) Rl=
sen (kzo cos 6)

k z; cos 6
I - ,

- 2j 1
(7) R.=

k a sen 6 • HlU) (k Cf. sen 6)TI'

Dato .che. il terzo termine è un numero complesso, la caratteristica può essere
meglio espressa dal suo modulo e quindi in definitiva la caratteristica di direttività
totale sarà:

La caratteristica R2 tende all'unita per k a sen 6 -+ o.
Infatti il denominatore si può scrivere

(9) ka sen 6 • Hl(1) (ka sen 6)

con x = k a sen 6 e quindi

(io) X H1(1) = X J1 (x) + j X N1 (x)

Ma il termine J1 (x) per x -+ o tende a O mentre il termine N, (x) tende all'infinito
. 2

ma con legge tale che Il prodotto N (x). x tende a - .
Per x -+ o si ha quindi R. = 1. 7t

Per Zo -+ o, cioè per un cerchio emettente di piccolissima altezza il termine Rl

tende all'unità e R2 esprime da solo la caratteristica di direttività di un cerchio emit-
tente posto su un cilindro infinito rigido. È interessante confrontare tale caratteri-
stica con quella di un cerchio vibrante radialmente nello spazio libero che è noto essere

(11) (27ta) .R3 = Jo -À- sen 6 = Jo (ka sen 6)

Le due caratteristiche sono state tracciate insieme nella fig. 2, la prima a tratto
continuo e la seconda tratteggiata e si noterà che coincidono nei massimi di J; (x).

La ragione di tale coincidenza va ricercata nel fatto che la (7) si può scrivere

(12)

(4) JAHNKE und EMDE, Funktionentafeln, pago 145.
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(13) J'« (x) = - J1 (x)

.Nei punti nei quali J» (x) è massimo, gr (x) è nullo dato che

che conferma l'esattezza della rappresentazione grafica. La presenza del cilindro
rigido lascia l'andamento generale della curva ma toglie i massimi netti.

La formula (8) può essere
utilmente impiegataper determi-
nare la caratteristica di diretti-
vità di cilindri in titanato di ba-
rio. La caratteristica di dìrettìvìtà
di un tale cilindro di raggio a e di
altezza 2 Zo è rappresentata esat-
tamento dalla formula (8) purché
il cilindro sia prolungato nella
parte superiore e inferiore da un
cilindro di eguale diametro di ma-
teriale riflettente ~che non vibra.
Questa limitazione è analoga a
quella che si fa normalmente con
i pistoni vibranti il cui diagram-
ma di irradiazione è calcolabile
con note formule solo se il pistone

è disposto in un foro posto in una parete rigida. In effetto le formule sono valide in
niodo approssimato anche per cilindro libero di altezza elevata rispetto alla lun-
ghezza d'onda. La caratteristica di direttività nello spazio è quindi rappresentabile
con una superficie di rivoluzione intorno all'asse del cilindro.

Per rendere più facile il calcolo di R sono state tracciate le curve riportate nelle
figg. 3 e 4. z

Nella fig. 3 il diagramma inferiore ha come ordinata il valore di _o , cioè il
À

rapporto fra la semialtezza della sorgente e la lunghezza d'onda. In funzione di tale
parametro le rette danno il valore di k zo cos e per i diversi valori di e scritti sulle
rette stesse. Se si risale con il valore di ascissa kz., cosf trovato alla curva deldiagram-

e quindi la R. si riduce a

(14)
R2m

= I :x j N~ (x) l
Ma siccome sussiste l'eguaglianza

(15) No (x) Jr (x) - N; (x)

nel caso specifico in cui J1 (x) è zero si ha

(16) Jo (x) =
1': X Nr(x)

e quindi'

R2m = I (Jo(x) I·
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ma superiore, questo da in ordinata in corrispondenza di tale valore, il valore
di R,. Tali curve coincidono con quelle che danno la direttività di una sorgente
lineare. a

Nella fig. 4 il diagramma inferiore ha come ordinata il valore di - cioè il rapporto
À

fra il raggio del cilindro e la lunghezza d'onda. In funzione di tale parametro le rette
, a

danno il valore di 27t - sen e per i diversi valori di e indicati sulle rette stesse. Se si
),

risale con tale valore di acissa alla: curva del diagramma superiore, si trova come
ordinata il valore di R.. Il prodotto R, R. da la caratteristica di direttività del
cilindro.

Una curva speciale si può tracciare per il caso comune in cui il cilindro di ti-
tanato di bario è impiegato per ricevere od emettere ultrasuoni alla su~ frequenza
di risonanza. Infatti la frequenza di risonanza di un cilindro di titanato di bario è
quella per la quale la sua circonferenza media è- uguale alla lunghezza d'onda Àt -

q~nili '

(16) 27ta = Àt

mentre la lunghezza d'onda nel liquido è evidentemente À. Si ha quindi assumendo
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4200 mlsec come velocità del suono nel titanato di bario e 1500 m/sec. la velocità
del suono nel liquido supposto acqua

(17)'
21t'a

À

Ài
À

= ~,8

(18)

La caratteristica R2 si riduce quindi all'espressione

1

2 1 - I c-

R2 = -;- 2,8 sen e x H1(1) (2,8 sen e)

e il suo .valore in funzione di e è rappresentato dalla curva di fig. 5.
Per determinare con esattezza

il comportamento acustico di una
sorgente cilindrica è necessario pe-
raltro, conoscere oltre al suo dia-
gramma di'direttività anche la sua
inpedenza meccanica dovuta al ca-
rico acustico. Questa è definita,
com'è noto, come il rapporto fra la
forza effettiva Ft agente sulla su-
perficie del cilindro divisa per la
velocità lineare effettiva 1;0 della
superficie stessa.

È possibile determinare in ba-
se alle equazioni generali di pro-
pagazione la impedenza meccanica
Zm di un cilindro di lunghezza in-
finita, o almeno molto elevata ri-

spetto alla lunghezza d'onda. In tale ipotesi infatti la pressione è costante su tutti
i punti del cilindro e indicando questa con p e con eo la velocità di vibrazione ra-
diale del cilindro si ha
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(19)
21t'a.2zo·p

eo
Per conoscere Zm basta quindi determinare il rapporto fra p e ~o.

Ora se il cilindro è molto lungo, la pressione sonora a distanza r dall'asse del
cilindro è data dalla soluzione dell'equazione di Laplace in coordinate cilindriche nel
caso di simmetria radiale: .

(20) p = A [Jo (kr) + j No (kr) l = A Ho(1) (kr)
21t'

dove k = -- e Jo ed No sono rispettivamente la funzione di Bessel e quella di
À

Neumann di ordine zero, e Ho (l) la funzione di Hankel di prima specie di ordine
zero.

La velocità radiale in ogni punto è (5)

(21)
1 dp Ak

u = -- -- = -- ~ [Ho(!) (kr)1
jwp dr jwp

(5) MORSE, Vibration and Sound, pago 295.

Ak (1- -.- H1 ) (kr)
]WP
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La condizione ai limiti da imporre è che alla superficie del tubo, per r = a, -la
velocità data dalla formula precedente sia eguale alla velocità ~o di vibrazione -
del cilindro, quindi si deve porre la condizione. .

(22) ~o

e quindi

(23) A=
j k H1 (1) (k a)

e perciò la pressione in un punto di raggio r è

CùP~Q Ho (1) (kr)
p = ~ , H

1
(1) (ka)

(24)

r

ed alla superficie del cilindro per r = a .

co P ~o
po = jk

HO(l) (ka)
H1(1) (ka)

(25)

e il rapporto fra pressione e velocità è

(26) p

~o

Cùp Ho(l) (ka)
j k H1(1) (ka)

se tale rapporto viene diviso per p c si ottiene com'è noto la impedenza meccanica
normalizzata.

(27)
Ho (l) (ka)

j Hl{l) (k a)

Il valore di ZnN è rappresentato nella fig. 6 in funzione di k a in modulo e in
fase. Si vede chiaramente che per valori di raggio piccoli la impedenza meccanica nor-
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malizzata aumenta fino a tendere a valori infiniti, analogamente a quanto avviene
per una sorgente puntìforme, ma allo stesso' tempo la sua fase si avvicina a 900
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cioè la impedenza divien una pura resistenza di massa. Col crescere di a la impedenza
normalizzata tende verso il valore 1 e la sua fase verso il valore O cioè la resistenza
tende verso la resistenza acustica specifica del liquido moltiplicato per la superficie
come in tutte le sorgenti di grande superficie. Per un cilindro di titanato di bario

2rca ., ..
(-- = 2.8) la resistenza e gia

À
che vibra alla sua frequenza di risonanza radiale
praticamente 1 e l'angolo di fase circa 100

Mi è grato rivolgere i più vivi ringraziamenti al prof. Vecchìacchl, Direttore
del Centro, per il suo costante incoraggiamento e i suoi preziosi consigli.

:l\1i1ano 20 gennaio 1955.

RÉSUMÉ

La caractéristique de directivité el T'iinpedance Inécanique d'une sonrce acoustique cylindrique.

On examinc les propriétés de rayonnement acoustique d'un cylindre à vibration ra-
diale et on montre que sa caractéristique de directivité est donnée par le produit de denx
termes, dont l'un est une fonction trigonométrique de la hauteur du cylindre ct l'autre
est une fonction de Bessel du rayon du cyIindre. On déduìt aussi l'impedance mécanique
de la souree cylindrique dans le eas où sa hauteur est élevée par rapport à la longueur
d'onde et peut-ètre cxpriméc comme un rapport de deux fonctions de Bessel. Des dìagram-
mes permettent le calcul graphìque ìmmèdiat des caractéristiques.

SUMMARY

Direc/ional cnaructeristics and meehanieal impedanee 01 a cntindrical souree uiith radiai vibra-
tion,
The A. examines the acoustical radìatìon field of a cylinder with radìal vibration and

shows that its directional characteristic can be expressed as a product of two terms, the
first of whìch is a trigonometrical function of the height of the cylìnder and the second is
a Bessel fimction al the radìus of the cylinder. The mechanical impedance of the souree
is also examined and it is shown that when the ratio of the height of the cylinder to the
wavelength is high the mechanical impedance is given by the ratio of two Bessel functions.
Curves are reported which permit an immediate calculation al the parameters involved.

ZUSAM:\IENFASSUNG

Richteiqeneschoiteti und mechanische Impedanz von kreiszglindrisclzen Riihren niii radia/er
Scluni tujuruj,
Das akustisches Schallfeld eines kresiszylindrischen Rohres mit radìaler Schwìngung

wìrd als Produkt von zwei Werten berechnet. Der erste Wert ist eine trigonometrisehe
Funktion del' Zìlìnderhòhe und der zweite eine Besselsche Funktion des Zylindersradius.
Ist die Hohc des Zvlinders gross im Verhiiltnis zur Wellenlange, so kann aneh die me-
chanìsche Impedanz des Strahlers als das Verhaltrrìs von zwei Besselschen Funktionen
ausgedruckt werden. Der Verlauf der versehiedenen Pararnetern wìrd herechnet und
graphìsch gezeigt.


