CAP. 1. Analisi deterministica.

1.0 = Introduzione,

L'analisi deterministica ceﬁprendg 1 metodi di rappresentazio
gé Qelle funzioni determinatég'definitafcioé matematicamente median
%g una o pid variabili reali o complesse e che siano invarianti nel
t%p@o.

Si possono avere diversi metodi di rappresentazione di uno
oTesso fenomeno, a seconda del dominio nel quale viene compiuta la
: éngiisi. Ad esempio un segnale pud essere indifferentemente rappre
saptato nel dominio del tempo o della frequenza. Il passazgio dal=-

l2uno all'altro viense ottenuto mediante opportune trasformazioni.

La scelta del dominico di rappresentazione viene spesso deter-
ninata dall'uso che di questa si deve fare. Alla base dei metodi di

trasformazione vi & l'analisi armonica di Fouriser.

11 « Serie armonica 4i Fourier.

Questo metodo consente lo sviluppo in una serie di un numeroc
- infinito di termini di una generica funzione del tempo f (t) che

soddisfi alle seguenti condizioni:

a)~ che tale funzione sia illimitata nel tempo, vale & dire si esten

da da =00 a +00Q.

Si possono distinguere due casi: il segnale & periodico di pe-
riodo T; il segnale non & periodico ed & “non nullo" nell'in-
tervallo 0-T' e nullo al difuori di esso; in tal caso 8i pud

considerare il segnale di periodo T=00.
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bl Llenergia @alla funziona nel periodoe T sia finita; ovvere
jf qf {ﬁﬂ 45 00; (ove con T si intenda genericamente anche il
&

periodo definito nel caso di funzioneé non periodica).
T .

¢iw La funzions sia integrabile; ovvero lf (t)! it <o0
o

&)= Inoltre la funsione deve essere univoca, ove continua, presents

re un pumero finito di discontinuitd e di massimi e minimi in

un pericdo, avere valeori finiti ovunque, ovvere punti d'infini
. bo dntegrabili.

Quanis sonc scddisfatte queste condizioni, la £ (t) & esprimibi

Lo neils formac:

§=i§1 1«»?‘3 #? Ahvcasnw‘ 4-2 B, =smnoa,,k (4-4)

ﬂ
- ove ﬁﬁazﬁr & la pulsazlcne fondgmentale o frequenza angolare.

An & Bn sono i coefficienti della serie e sono ottenibili dalle sg

gaemti’@rapfiaté di ortogonalita delle funzioni trigonometriche:
' C Per mgn

%%mwl ccosnedt = Ao per m =n #o
4 per m=n=°

{o per ME®
/{é par W =N

I M »s:,;%&,» «‘:ﬂi’aﬁﬂ?ahXﬁ Q.. Z)

Ve
T T %%‘; ﬁ@?&%‘%@&?;%ﬁ at % R’n ::“-“ 'V‘EQ; smw \'- dt ¢i 3)
4 rg ) 2
Ao =& 2Ly b, \

La fuﬁmiﬁﬁ@'risulta sviluppata mediante la (1= 1) nel suo valore me
dio Ao/2, pil due serie di termini 030111ator1, una in coseno e la
altra in seno, aventl frequenza armonica di ordine n rispetto alla

fondamentale (ove n si estende da 1 a o ),

Altra rappresentazione equivalente & quella che fa uso degli

complessi: f(t) = Z Dy - et - (&"'4)
N ! T V < t
Lve A = “‘%‘* {fé\n ~J Bn z -%:j 2 (k:) J neht dt
g, . %&,‘&’ » é ) L . . i - 5 )
FY o m I s e | A d
dlen T At &£ (\ém J %n) (ove © gignifica com

plesso coniugato)




Lé'rappreaentazioni (1~1) ed (1-4) differiscono nel fatto che
1nella prima si considerano due serie di tercini in seno e cosero,
ﬁa cui frequénza 81 estende da O a +00 , zentre nella seconda s&i
¢considera una sola serie di termini complessi la cui frequenza si

estende da - o a +‘zoo‘ .

Ogni'coﬁpia di termini dello stesso ordine n nella (1-4) reg
presenta infatti nel piano complesso due vettori ruotanti in senso
) , . ' N ‘ -E -
‘g??,oato con velocita angolare ned), e di fasl ¢ = arcotang( An)ec[_‘
dglla somma di questi due termini complesei si annullano i termiri
immeginari a seguito delle (1-5).

Né%ﬁé Figuré‘T,ebno.riportate le due rappresentazioni equivalenti
(121) e (1-4). ,

-
ph ' I 1 1. l | %) rappresentazione grafica secol
. —
;:1\5.,5? TV ‘ do 1la (1-1) )
: ' O LW g +9o°
/
L1 | < genericumente An # Bn
© 2w B
T qbnl
1 ! l | | l | <o .
.-.?_‘.j.‘.' L 8_3, o rappresentazione secondo la
hq" ‘ (1-4) !
A ce0 & CU < 4+ oF
I L1 ] = - .
° *
l l l 2__1'!_. Dn =(D-n) .
anl ¢ una funzione pari
¢ﬂ & una funzione dispari
Fig. 1

Riferendoci alla notazione (1-1), se f (t) & una funzione pari,
allora & An £ O e Bn =0; se £ (t) & dispari, allora An = O e Bn # O,
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; 2 %
{Fig. 2}.

mefr *XJffﬁ\xA\ t (t} pari An £ 0, Bn = O;

£ (%) dispari An = 0, Ba # 0;

Fig. 2

1.2 « Completezza della rappresentazione di Fourier.

La misura di tale completezza s8i ottiens esaminande 1lferrore
giﬁcha 8i compie considerando un numero finito n = N di termini del
lz serie; tale srrors viens comnsiderato dal punto di vista energeil
co nel periodo T; & ciod un errore quadratico medio e pud esprimsr-
8i cong : :

’Va R & -
ﬁ”[ %)“waegmh dt ‘ Qe’)
/-% ,

. Dall‘teapressione diéiﬁeﬁfattiene l'espressione deil coefficienti D

che rendonaiﬁsminimc. E' dinostrabile che lfespressione (1-5) dei
' En secondo lo sviluppo di Fourier & l'unica che soddisfa a tale con

dizione.

Accettando percid le (1-4) e (1-5), ®i accetta conversamente
la proprietd della serie di PFourier di minimizzare 1l'errore quadra

tigo medic. Questo tende a zero per Neto2,

Dalila \? 6} 81 ottiene allora il Teorema di Parseval:

i 7 _ 2 .
) lwlat = Z ol | (1-7)
Questo &;ce che l'energia della funzione f (t) & uguale alla

gomma delle energie délle singole componenti 1o sviluppo in serie.
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La serie di Fourier & l'unioca rappresentasione che zoStri come la

gnergia 3 distribuita nella frequenza.

Forma d'onda - Speliro ampiezza-lase
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143 = L'Integrale di Fourier.

. Nei primi tre casi della Fig. 3 & mostrato lo spettro di frequen
ga di un treno periodico di impulsi, e di un impulso non periocdico
nel quarto caso. La rappresentazbone riportata & quella di ampiezza-

fase, equivalente alle (1=-1) e (1-4), e della forma:
b-2)

%Q;);-—és} % Q'an\' Cos (né’{ + Cfn)



Si noti nella figura 4 come lo aspettro diventa pil riceco di
componenti all'aumentare del pericdo T. Al liumite, quando il periodo
tende a&ll'infinito, lo spettro diventa continuo e la (1-5) diviene

-

Ltintegrale di Fourier.

Infatti posto:

si ottiene: o " ‘
Feo) —_[_o, Ht)~€-‘3wtcdt A-9)

ove €0 & al posto di new,

5i ottiene poi dalla (1-4): £ (t) = J_ F (e2)

Le espressioni (1-9) e (1-10) rappresentano le rormule di in-
venzione di Fourier. F (e0) rﬁppresenta lo spettro 4i freguenzs
f (t), essendo l'integrale (1-9) esteso da -e0 & +eo .
T (%) ed P \cﬁ?) si dicono trasformate secondo Fourier ed 3 in uso

Come nel cuso di epetitro discontinuo si ha il teorema di Parss

P

2
-—»j F(u?)\dw* Hﬁt ét,\j
i ot 4
31 noti che l(t) ¢ rappresenta qui la potenza istantanea del sg
anale ad EF’CLS}Q 2

val, 81 ha gul il teorems di Plancherel:

1o spettro di energia.

1.4 =~ Alcune proprieti delle trasformate di Pourier ~ Trasfore

mazioni ¢i funzioni causali e di funzioni analitiche.-

Generalmente sia f£(t) che F(ev ) possono considerarsi di forma

COmpLBessa:

) = £,(8) + JE,(%) = 8(%) . ShAkY | CHQ‘}




: ' \
Flw) = R(ew) + §X(e) = A(es) o @ () | (HZ,

Si ha Pgn tali notazioni: 10 ~,
’ F@d)=j[£ﬁ) coswb +{z(l:) sinwgd\‘ -AJH*(H sincal‘. -{g(\‘.)'ccsaqdk s R@)*}X R 6’1‘:‘
Inve;‘;amente:o' ) - L(\:) +j %2/\;)’ , ove:

{‘(t) 2 -é%T—- [R@)Cos éot ~X(e) s‘mwt‘}éw ‘ . | /i"M)

~
feld) 5= [ [Reeo) sin et +X(es) cosent ] de

Vedjamo oTd alcuni casi particolari:

a) f,{t; = £, (t) & una funzione reale; & allora:

1

S o

R(ce} 2[ £f(t) cosevt d%
T e | ({-45)
X( ) %"*] £(t) sine t at
¥R -ad .
' Da c¢id ei deduce che R(ew) & una funzione pari ed X(eo) dispari.
E' cioés

R(+) = R(ew); X(-w) = =X(ew); F(-e) = F* (),

Divéi‘samente si ottiene: %(_t)=—2-s:h:'/[f'<’, (e9) cos wk -X@) sincd)ﬁ] deo =
= —%—S"[R(w) ooswh‘-X(w) Sin c»q dew = %JA@)cost\H 6(&)} dew =

=4 ReU"r@ it dw] | (-1

- Se in particolare &

....... £f(t) pari: R(e) = 2/ f(t) cos et dt; X(QJ) =0; ‘
f(t) = ,3-—; e7’;(-°~’) cosawt de; (4-4‘

ciod anche F(e0) & reale e pari
- oF
....... f(¢) dispari: R(eww) = 0; X)) = -2/ £(t) sinwt dt;
o Py "-_{
| f(t)s--_:?/ X(eo) sinedt d | Q-&S}
o .
~cioe Flev) & inmaginario e dispari.

b) £(t) = jf. (t) & una funzione immaginaria; allora:

2 + o8

 R{ew) -“—f I"‘z(t) ‘sinewt dt; X(ew) =j fz(t) cosewt dt; | Q")\aj

-4

Seon



T 03 sl deduce che R(ew) & una funzione dispari ed X(sw) wna funzig

. L E

ik

ne pari; oclods
R( ~e9) = = R(e9); X(-09) = X(0); P(-e0) = - F ¥ (&)

. . ) (1) .
#{%) & una fupzions causals ! svvero & (%) = C per t £ 0 e la i_
ungione & non nulla solo per 0. In val cuso la (%) pud essere
decomposta nella somma di due funzioni, (Fig. 4), una pari fp {t) L

ed una dispari £, (%}, tali che:-

d ,
=i (g, o iEy

N
$
N
<
~ -
!

2

Par gueste due funzioni fp (t) ed fd (t) valgono rispetiivamesnte le

svosforoaziont {1-17) ed (1-18)., ‘ -

la £(t) pud essere espressa 80lo mediante R{ew) oppu

tti, essendo £{~%) =0 per t>0, si ha

&) = 2%?6, f @) (Per t?O) . @wg‘:’\}

"/Hono funziocni causall quelle associabill con dei sistemi fisici pas
sivi percic¢ csusali, 1 quall presentano una funzione d'uscita non
nalla solo in presenza di una causa perturbatrice d'ingresso. La ri
sposta impulsiva di un filtro elettrico & una funzione causale.

»/Iaﬁt




Dalla ({-21) ¢ dalle (1-17) ed (1-18) deriva che:
£f(t) = -,%,- j R(ew ) cOBcat deo= --—-/ I(c«o) 8in ot deo (i'Z?,/

Per t = 0 si ha, dalla (1~16) -

10 - [ e e AL (23

Dalla (1-22) si deduce che, nel casc di funzioni causali, R(w) ed
X(w ) sono tra loro dipendenti ed & sufficiente la conoscenza di una

di esse per la univoca conoscenza di f(t).
Dalla (1-15), sostituendo alla f£(t) l'espressione (1-22), 8i ottiene:

Rlew) = --g= /. X(y) sin yt cos oot 4y dt; \

/ ,
U 24 /
() = --_—/[ /[ R(y) cos yt sinawt dy 4t

I casi a), b) ed c) possono ora analogamente riesaminarsi nel dominio
della frequenza, nel caso che le suddette ipotesi vengono riferite

alla funzione F(ew).

a') F(ew) = R(ew) & una funzione reale; allora:

-+ Qo

£(t) = f1 (t) + jf2 (t) ove: (t) =—-[ R(ew) coswwt dev;

-0

+ o0
, (%) = J_j R(e9) sinest deo;

Z.‘H'-,’ | @_25)

Da ¢id si deduce che f1 (t) & una funzione pari ed f2 (t) una funzio
ae dispari, ciod:

() =50 5 R =Ll fe - e

2

AT




snversamente sl ottiene:

&@G} = f (f (t) cosedt + f2 (t) sincot} . 4t =

F

o ‘ «
= 2 f Tﬂ; (t) cosewt + fg (%) sinwtj adt =
[+

[ %S

= 2 j?’ s(%) . cos[w‘t +"¥'(t)] - dt =

(]

Hel caso particolare che sia

) -4
csssesvse F {ew) pari: f1(t) ==%'—/ R(ew ) coscot deo fg(t) = {

i | \
Plew) = 2 f,(t) cos &t dt; in’?

- eiodé anche f(t) & reale e pari.

o
cessvess Flend) ‘di‘spari : f,‘(t) = 0; £, (%) z-%—- R{ew) sinest ¢ oo

H
1

. o
«©

| .7.& ;;» 3
Flew) = 2 £,(t) sincdt dt; %wzﬁ%/
oiod £(t) & immaginaria e dié-;‘ﬁafrie
) Flew) = jX(oJ) > una funzione immaginaria; allora~

i%:\fk’; R 4//9’3‘ JXL{)\) sin oa\'.dw %zﬁ;y /217 XL"")) coswt am : *i ,ZE

cid si deduce che f (t) & una funzione dlsgari ed £, (t) & una
funzione pari.

e

ot} Flew) = 0 perew <0, ed F(ew) non nulla per w20,

./oca



E' questo il caso analogo, nel dominio della frequenza, & guello del
le funzioni causali del comma ¢), con la differenza che 1la F{ew) @

qui considerata genericamente complessa, ovvero:
Flew) = R{e) + jX(ew) perew20,F(ew) =0 perew<O.
Sia la parte reale R(e~) che quella immaginaris X(e2) possono decoz

porsi nella somma di una funzione pari e di una dispari, cioa:

Rlew) = B () + Ry(e) 5 X(ew) = X () + X (o)

Rp(ao) = ‘1/2 *[R(w) + “R(-w)] : Rd(w) = ?/E*ER(QJ»)-RW}]

ave:
-

X () = 1/2-[%(e0) + X(-w)] 3 X(e0) = 12+ [ X(e0) Xiww)]s

3->2

La F(ed) pud ora essere scritta nella forma seguente:

: ‘ ‘- )
P(e0) = Bo+By+) X +§ X, = [Rp-«»j xd] ¢ (R3] s

{Rpﬂ xd_} | ‘+3 [X =J Rd] = [3 (em) 4§ X (w)] +J [R (a)+3X, (w}
= F ()¢ ] Flen) s | (4 -24) )

La (1=31) mostra che lo spettro F(ca) pud considerarsi decompoSto ne
la somma complessa di due spettiri F1(eo) ed Fz(cﬂ). Quindi la funzig
ne £(t), trasformata di F(<o), potra anch'essa considerarsi decozpo=-
sta nella somma complessa di due funzioni f1(t) ed fz(t),vtali che:

£(4) = £,(8) + 3£,(t) === PF(ew) = P ()4 Fy(e

£ ==F () £,(8) S=Fy(w) o 9-59_)
E' ora interessante ricavare le relazioni che intercorrono tra f1(t)
ed fz(t), in base a quelle tra F1(cd) ed Fz(cd).

- Intanto le due funzioni f (t) ed £, (t) sono entrambe reali, essendo
R, (cJ)ssR () ed B (u))a-x (ew) funzioni pari, ed X (oé) =X, ()

ed K () = »R {(ew) funzioni diapari..

oo



inoltre #1 ha dalle (1«30):

ko]

B{e)= «f (e); X (w)= R(w) pereww > 0,
B le)s Xo(ea)y X ()= ~R (o) pered < O.
?gﬁaﬁ}mijj(OJ) percd > O,F (ev)=] P (2] psres « 0. §”§”:%3

F(ué)mEFz(uJ)a 23 Fz(bJ} perw » 0,F(s) = 0 percs < O.

#te relazioni sono graficamente rappresentate nella figura 5.

- Le prime guattroc relazioni §1—33) possono anche scriversi rispel

tivamsnts nella forma seguente. applicando le (1-15):

‘0 +00
f § () eosewt-dt :[ ft) sineot . dt per w >0

& G +00 ‘
P L) cos wt‘.-d\: == L,(t) cineat dt per e54C
- GO -0 R

4+ 00

[ -{(E’) s5in cosl dt ‘-'7{{9_&) coseol dt per o >o

a7 . ' X“'
bom B
*% ) sin ot db = -/ gg (t;) copent db per coz0 (\/\’\:«»;j};ﬁg}
o @8 - E5P

Dalle (1-33) ed (1-34) & facile dedurre che le dus funzioni I (%)

@ £, {%) sono tra loro dipendenti; pil precisamente esse sonc tra 1g
£~
Falc I D o A

togonali, (Appendice 1) in quanto soddisfano alla condizione i

ortogonalita:

(5‘@ ;“

i 4 g ‘ }f w::?‘;i‘i

’%‘3(%)“{' (g') d?‘ =0 ' "”‘3 ‘:’&”’pj

ﬁala relazione & facilmente dimostrabile facendo uso di uns del
delle

ie proprietd tresformate di Fourier che verraanc riportats pil svan-

ti, e precisamente:

+00 | ry
i( L) 4,(t)- dt -f o) Fplew) deo L”i“%"‘)

FA
ove 80 sostituisca al posto di F (ca) ed F (cd) le loro espressioni

1/1@;
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Tab., f=- Casi particolari di relazioni tra £(t) ed FPe9).

( £(t) ed F(w) vengono gqui indicate nella forma abbre-

viatas)
fzf1 + ] f2 H F =R+ jX
S & =2llora Se voi & allors caso n
/
3 3 > 5 "r?-- v v ¥ 1
f=f1 reale 3“ pari g f? nari F=R ; X=0 B i
X dispari f:7 dispari F=jX ; E=0 2
P jf immag. R dispari g 22 pari F=3jX ; R=0
X pari f,. dispari F=R ; X=0
: 2
¢af per t 2 ,
=<3 per <0 causule R ed X sono trasformate di Hilbers 5
P=R reale f pari R pari f-—-I1 3 f2=0 6=1
5f dispari R dispari f=jf2; f1=0 =4
f dispari X pari f:jf2 ; ©.=C 8=3
F=iX . . ’
X immag pari X dispari f=f? ; f2=v 9=2
F= LT+ JX per w? ¢« £ & éiiora analitica; £, ed f,. sono rra;gera
© per 0040 i 4 2

mate 41 Hilbert.

SO e e -




33@&@@&@ le {1=33). Sarebbe ora possibile dimostrare che la funzione
3f(t} = fj(t)+jf2(t) ¢ una funzione analitica, secondo la definizip

ﬁa data in Appendice 2.

Conseguenza piu evidente della analitjcita di £f(t) & che la
dipendenza tra le due funzioni fiét) ed f2($) & esprimibile median

te le tresformazioni di Hilbert:

-t

[ ]

. , +C0 - \
kiy‘ ?5‘ o~ ;li by 4 t) m—y
?E& {;e) =-._‘-[_£,® dt - %&% 3 %‘J_ﬁ_(,_ dt . A - 2,//

~ 00

e

E' a questo punto possibile mnalizzare l'izportanza delle pro
prieta quivi dimostrate. Daty infatti un segnzle reale f?(t). che
amaat%@ trasformata di Fourier F {@3) = R1(oa)+j xj(co)g & possivi -
le% sommare ad e880 un segnale ;m~awinario jfz(t), i1 cui spettro
'M&gwﬁ}m; {R (oa)+j “2‘°J{j dato dalle (1-33), ottenendo un se-
gn&la camplesso risultante f{%t), avente spettro F(uJ)=2F () per
@320 ed F(aa)zo perel < 0. Viceversa, se s8i cancella la parte nega
*iva dello spettro F (gu) di un segnale reale f (t.), questo si tra
sforma in un Begnale complesso i\t)mf (t)+3f (t), ove £ (t) 3 otte-
nibile da fi(t) mediante le (1-37).

La trasformazione di un segnale reale in un segnale analitico
pud essere spesso vantaggiosa, in quanto permette di far uso delle
- ;.p‘

notazioni complesse.

Le stesse proprietd quivi mostrate per le due funzioni f1(t)
ed f {t) sono valide, nel caso delle funzioni causali, per le com=-

ponenti R(e?) ed X(ed), espresse dalle (1-24).
Fella tab, 1 sono riassunte in modo schematico le relazioni tra f(t)
ed F(«?), quivi esaminate.

1.5 = Altre proprietd delle trasformate di Fourier.

Prima di riportare in Tab. 2 alcune delle pil utili formule di
trasformazione & necessario fure delle precisazioni su alcune delle

funzioni e delle notazioni che verranno richiamate.

ofeoe



RIS e

a)= Iafunzione Delta,d ().

Tale funzione & un mezzo per rappresentare valori discreti
di una grandezza,quanto guesta & rappresentata mediante la sua

Pl o 4 o 94«“ i . ey
Tunzicone 41 densita continuz.

M) ideri ad esempioc il caso

i
§ ro una densitd di peso, Fig. 6.
i Sy e
> %X . .
%o Si pud dalla m’") tracciare la di
‘rnGQ
' stribuzione Ii(xX) mediante integre
1 Mo-§(x-%) tribuzione 1(x) integ
zione. La funzione M(x) rappre-
M// \ .
1 senta il peso totale, da un pun
Ko i to dato di origine al punto x.
D
rig. b
Se ora si sovrappons a2l peso distridbuito il peso concentrato
Mo nel punto x=xo, sorge 1l problema di rappreseniare tole gran-—

dezza discreta nella rappresentazione di dénsitd m(x); ad o dov
infatti spettare una area finita, pari ad Mo, in un i

nullo. Per ovviare a questa deficienza si ricorre alla funzicune

+02
O per x #0
é(x)a w per x=0 5(X) dx = 1 f e an
y v (1-38)

ovvero, 1a,§(x) éiéosolo nel punto x=0, ed ivi assume valore in-
finito. Inoltre essa pud sottendere un'area urnitaria in un inter

vallo nullo.

Nediante tale nuova funzione 1& densith di peso m (x) dell

esemplio precedente pud ora rappressntarsi come:

() + Mo & (x - x0).

u/eta
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In maniera pil rigorosa la funzione é(x) pud essere defi

nita come: ‘ .
} 1”372 [

2 = Bim | e | ] \1-33

S6o) = [{u 5/22 mlee )

Vedlamo org' di ottenere la trasformata di Pourier di S(t); ‘

facendo uso dellé definizione (1-39), trasformamdo f(t):
400 L c \
-\ s;an !
=j §Q:)'e L dt __..] e " dt =535 (4“ 40};
- 00

Facendo ora tendere & a zero, la funzione £{%t) tende alla

sneclt

S(t), secondo 1la (1-—39), mentre la F (ed)= == tende ad 1.

Ovvero la funzione Delta ha uno spettro uniforme che si estende
da rf-oo'.a.'-q-coé.

‘Nella Fig. 7 é- rappAreéentat‘o 1l'impulso di larghezza 2f ed il
'corr:.spondante gspettro. Quando &0 i punti & =i A° ze“iorv i

syettivamenta verso + € =o .,

e | F)
_ 4
2T e em e e
Area =4 %4 A Sincd €
\éé Zg D E
Zé /\A’ A N
~E O 4 ;‘t T S N_/ a“‘t&)
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B poi anche;

La funzione & (t) presenta delle difficoltd matematiche, Hssa

ad esempio non soddisfa alle condizioni di trasformabilitd e non

& quindi possibile riottenere la funzione é (t) come trasformata

inversa della F(<?) = 1, se non con opportuni artifici.vSi ha in-

fatti in tal caso l'integrale non convergente:

T- E
j e’ deo

-

Per ovviare & tale inconveniente si considera dapprima la
2

-A
funzione F(ew) = 8 © e 81 fa lL'integrale:

+ 00 . N
cAed t
j e VT deo
- OO )
Tale integrale & ora convergente, e la <3(t) pud essere ottenuta

comes ) + @

At ot
3 doJ
c <
ém A” ) C rean)

b)t-Integrale di convoluzione,

Assegnate due funzioni f(t) e v(t), si definisce l‘1nte*rale

ai convolu21one.
&

b =fove | f@v(e-v)an = vef (122
Rel caso in cﬁiﬁhna delle due funzioni sia la funzione<§(t),
a1 hajp ' : :
| D ef-= %@) | (1-43)
infattd b2 | | o

(
é@fz }A<“c)f(t-'t)dz=f(t) () az= £(t)
-0 ' ' (1-44)

. &0

1
i

‘Safa : f('\c) é(t-“c) df-(1—44 bis); ovvéro'la £(t) }pub

esprimersi. come l integrale di elementl impulsivi ai tempi’te di

forza £(¢).

] . B B
: '/.oo




Vediamo ora di .dare, con un esempio, fin vignificate fisico
all'integrale di convoluzione. Consideriamo un sistema causale
passivo, linear® ed invariante nel tempo (queste due ultime qua-
1ith sono valide per tutti i sistemi ai quali si applica 1'anali

gi di Fourier).

Sia v(t) la risposta all'lngresso S(t), e A.v(t-z) all'in
gresso AS (t=-T) , con A costante.
Consideriamo di avere ora all'ingressco la funzione £(t), rap

presentabile mediante la (1-44 vis),
+

£(t) = J £(z) S (t-T)aye

- R

La funzione d'uscita corrispondente si otterra sostituendo
@éll'integrale ad ogni elemento impulsivo §(tefC)‘il segnale di
gscita corrispondeezf v(t-), ovvero:

a(t) "’jf(t) v(t-%) dz

Sia il slstema passivo un filtro R.C passa ﬁasso, per il qua

le & V(t=2)= K(-t ?;) e sia
f(ﬁ;)= 1,‘per 0 < T <& 1. Si otterranno allora le forme d'onda

4 7

AN

k)

N~

Fig &

¢c)- Rect (t/%), sinc (( w T/2m ).
Queste due funzioni rappresentano una delle pil importanti

coppie di trasformate. Le notazmoni hanno il significato seguente:

ri,[el<T/2
rect (t/7) = ) 1l impulso rettangolare
o,ltl>‘r/z
. e W '
sine (wT/2m ) Lzﬁﬁflé funzione "seno x su x"

W/ /o



in

44

%3‘

i

elle (1-40) che le

ig. 7). Ciod, se da una funzione non periodica si crea nel modc sud

Gueste dus nzioni sone gis etete graficamente rappresentoto

"~

¢ =i ponga T/2. E' stato anche provato

(44

o di

(ﬁ

fur
Fig. 6, ove al p

P

i
45) sono una coppia di trasformate di Fourier.

"seno x su x" ha proprietdé molto interessanti. Yre

gate 1 diamo che
+* 00 20 -

. . .2 -
}/5\?’15%6%:4 ; Ssmc’&A% =4 } 4*") .
- 4./-@5

Y

Py O per me#n

Mt C er M= ' -
j Sinc Qw~m>-$§na(n‘h>-d% =§% i i (4 *4/} -

la (1-47) mostra che funzioni "seno x su x" trasliate sono

ﬁia ortogonali.

(:X‘fﬁm a1€ L’_} I(t;, "'_Il_" o com bZT% F‘@J) ‘ -

Queste due notazioni, rispettivamente "ripetizione® e "pev%‘Mg , -

hanno il seguents significato:

4+ / .
cep 1) = Z‘Ht'nﬂ 4 @“‘A’@ -

. ) ; &
! b T\ . b .Eﬂ§\ . [uJ-nEiE>- i

Le espressioni (1-48) ed (1-49) scno una coppia di trasformate

Pourier. Il loro significato & che, se una funzione non perigdi~- -
£(%), éi trasformata F{ ), viene itraslata nel tempo ad interval

g,u
ot

T ed una nuova funzione rep. £{t) costruita sommando tra loro tef -
e
le funzioni cosi traslate, guesta ha come trasformeta la funzio-

che 8i ottiene campionando lo spettro F(« ) ad intervalli 2w /7.

detto una funzione pericdica, lo spettro della nuova funzione & uno
, - . . . ew
spettro a linee a distanza 2w /T, e di forza pari a F(r7~;f)-w,
L1 : ' }
it i %IQWEW/“?@J)
¥ LT,
. ~ ‘ 0y

fig. © S e




Tab, 2= Algune formule di trasformasions,

}Forma d'onda

f(t)

A f(t)+B.v(t)
f(-t)

£3(%)

£4(¢)
-2.Tr3tf(t)
£{t-2)

£{t) exp(jft)
(/1)
£(t)®@v(t)
£(t) v(t)
repff(t)
COmbe(t)

F(t)

S(%)
rect(t/T)
sinc(R t/ZTr) 51
exp(=- Tt )
$(t-7)
a"r(t)

at®?

(-2 38)7% £(t)

‘+oo

£(t) v (1) dt =—

¥ o SO

=5

/e

Spettro ' Notazioni

F(w) | | |

AP0 )+B.V{ew) A,B costanti

F(-c0) |

;?an) 7 compleéso coniugato
JewP(e2) differenziazione

27 B! (w)

F(co) exp(~j e T) traslazione rel tempo
Fﬁﬁ ) " nells frequenzd
‘T\ F(e2,T) T costante

F(ew ) V() convoluzione
F(e0)®V(ew) "

h/T‘ combzq/TF(co)
h/T\ repgwyTF(cA)
£(-w) |
1

sinc(ed T/27 )T
rect(V/S)
exp(-ciV&n ) |
leexp(=jw ) -
(Je0) ™, F(e)

(21’:‘)n angoogy
4t

F(e ) - \f"(w) deo

4 e

-’Appendlce 1- Condizione di ortogonalité— N

I1 concetto di artogonalitd di due funzioni ha origine dall'ana

lisi vettoriale, ove due vettor;’A(x,y,z), B(x,y,z) sono tra loro

B

;/...



ortogonali gquando il loro prodotto scalars 8 nullo; ovverc:

AB=A B +4 B +4 B =0 ;% - GAMO

n i
In uno spazio ad n dimensioni si ha-x ;; A B, =0

-1 T4

LEd
Se s8i passa ora ad infinite dimensioni la variabile discontinua i
diviene la variabile continug x.'La'gpnd;zione di ortogonalita, in

yp intervallo O--wdella variahile X, pud scriversi:
At i m B

| /A(x')f.B(x).dx =0 o QA *2.)
6?@ ora A(x) e B(x) rappresentano due generiche funzioni della varia
blla X.

La eondlzlone di ortogonalita per due funzioni, che siano definite

-‘grat',-oo 8 +w d1v1ene:

f-(x).v(x).dx =0 | QA-— ?D)

Appendice 2 -~ Sulla definizione delle funzioni analitiche.

Si consideri la variabile complessa u=t+j ©, i cui valori sono
contenuti nella regione R. 851 associ a tale variabile una funzione

‘z(u)ax(u)+3y(u), che prende valori nella corrispondente regione R'.

La funzione z(u) & analitica quando le sue componenti x(u) ed
~y(u) soddisfano alle condizioni di Cazuchy-Riemman:
At 96 ' 36 ~ ot

Queste condizioni stabiliscono un legame tra le funzioni x(u)

ed y(u), che non possono assumere valori indipendentemente, ma solo

in modo tale che le loro variazioni soddisfino le (2a-1).

s




Le due Zanzioni x(u) ed y(u) pomeonc ricavared 1l'una daia'alira
mediante le formule di reciprocitd di Hilbert. Queste sono derivate
dall'integrale di Cauchy:

z) = ¢ 2 2A-2)
2wy ] Ul

ove z(u) & 1la iun21one analitica considerata ed u, un punto nelisa

regione KR.
L'integrale al contorno pud ora considerarsi calcolato lungo un se-—
micerchio con centro nel punto u=0, ed il cui diametro D si estendc

sull'asse reale t e la semicirconferenza C nel semipiano & 70.

Se ora si fa tende il raggio del cerchio all'infinito, il cca

tributo alltintegrale lungo C tende a zero, e se ud"'to s, ottiene:
+

b z(& ‘n
Z_Q'.o) --é-ﬂ R dt @./—’\"5)

- GO
Considerando ora la parte reale e quella immaginaria delia (24-3)

8i ottengono le formule di reciprocitad di Hilbert:
+ @
- E-

o) = j__j_(}__ak - (gAA/)

Si noti inoltre che le due funzioni x(u) e y(t) soddisfanc alla

condizione di ortogonalita (14-3).-




