CAP,6 « SISTIMI NON LINEART

6~0 = Introduzions

Un sistema non lineare (1) puz generalmente essers definito come
quel sistema per il quale la funzione d'uscita y(t) & una funsione generica
‘dell'ingresso x(t), ovvero i

y(t) = s[x(t)} | (3-1)

: Fondamentalmente i1 problema per un'sistaaa ron lineare si riduce
ai una trasformazione di variabili.
Ciod, se sono note le densitd di probabilitd p(x), p(x,y x, ), eto..., bisozns

semplicemente trasformare le variahili per ottenere p(y), »(yq, ¥2), etc...

Si pub fare uso delle seguenti espressiocni i
E[2(y)]= 2(7) = j 2(y)p(y)ay -Jf{g(x))-p(x)dx (6-2) -
(o]« 0w 10 Pl ta)- 4y, 490 =

=Hc}(x.)- %(x,,\-voz(x.,x;)-dx,-dxz (6-3)

- Vediamo ora di esaminare le caratteristiche di alouni sistemi
non lineari. : .

(1) 51 fa qui esolusione dei sistemi non lineari che
presentano isteresi.
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" 6ele = "Clippaggio" di rumore geaussiano & banda limitate.

Consideriamo 44 inviare rumore & banda stretta x(%) attr
un "olipper" (squadratore) ideals, la cui caratteristica & rarpresents ‘N
Fige 45, a)e
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). I1 segnale d'uscita y(t) sard del tipo rappresema,t;a in
pig. 45, b |
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introducendo 1a (6—-4) nella \b—-B) L'lnuegra.le PUS essere caleolato scrive
la funzione da integrare in coordinate polari, sostituendo X ;= “c..CmQ;; Koam T
La funzione (X)) g (x2) risulterd allora uguale a +1 nel prime e terzc
quadrante ed uguale a =1 nel secondo e quarto.

Integrando prima rispetto ad T e poi rispetio a & s

6‘5 () = %} Qncoh em c(’?) { &
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6.2+ = Rivelatore guadratico.

Gcnsideriamc il rivelatore quadratico di Tig. 46, ove &
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Pig. 46

Esaminliamo il comportamento del rivelatore quadratico quando all'ingresso viene

inviato rumore gaussiano.
Sia

2
-X/ac? -
- € . (6-6)

|
p(x) —

la densitd di probabilitd del rumore gaussiano s(t).
la p(y) 3 data da
] -%4o :
py) = —L—xr e y con y>0 (6=7)
| Varay - o

Si ha 2

' c— —_2 2 —_—
y-a,\‘o-l, ?=3°‘j f 6;::. Qtﬂj

51 ocongideri ora che il rumors sia & banda stretta, centrata
attorno ad fo. Si puo scrivere i

x(t) = 5(t). cos [Wof.‘-!— \E’(L-):) (5.s)
ove S(t) 0P (t) variano lentamente rispetto ad , o e,

Si puo allora sorivere 1

2
7(t) = %‘S(é)-t--%- Sz(k)' e 1[“’"*"’ ‘({e)] (6-9)
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Filtrando poi il secondo termine della (6«9). attorno alla frequenza 2fo,
mediante 11 filtro passa basse 4i Fig. 46, si ha ¢

2 ’ |
2(t) = t’* .S () (6-10)
Ak Seppiamo che & ¢ '”5%0“,1. i | '
p(s) = 2. ¢ | (Rayleigh) (6-11)
da oui 1 -2 .
e - . e , '
| - p(z) = ;;1;1 T e ==0 (6-12)
Si ha poi 3 ST
R 2 =a
- 2 —3 = ., T= Z
Z=0-9 ; Z -_-:,22 '\?/‘O;z‘ .

a 6..1
Dal oconfronto di Pz ¢ Oy 5i vede che metd della potenza

‘del rumcre & stata filtrata dal filtro passa basso. Le funzioni p(x), p(y) e

p(z) sono rappresentate in Fig. 47.

Per completare la descrizione delle proprictd di y(t) e z(t)
81 ocalcolano le loro funzioni d4i autocorrelazione e spetiri di potenza,.
Sostituendo g(x) = &-x2 nella (6~3)% tenendo presente che x(t) & assunto

gaussiano, si bha ‘C (?') g, 71 0\ x,-X;, -ALQC-["?/”’CA[O)V]

(6-13)
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Fella (6-13) si & fattc uso di una delle proprieti delle funzioni aleatorie
gaussiane, simle ad una della (2—-76) nel caso 3ero di variabili non centrate.
o questa :

71'72.73"1: ol A0 e 73.7" BRI O +7:'7s .74‘7; -2 1 737

(6-14)

Trasformando poi la (6=13) si ottiene lo spettro di potenza &i
y(t). I1 secondo terrnne & una costante, e gquindi da luogo ad una funzions H
il primo termne nuo trasformarsi mediante Parseval. Precisamente si ottiene
~J e -3

wif) -2 ot [Cue) Cu(2)e” -dTv atet Y] <

Lot

.,_,z.a*/w;//’/- w![t-£] df%at ot I/F) <
320::-0[ W;_ ® W,::] + at o J(/ﬁj

che & genericamente valida per rumore gaussiano.
' 4

X

(6~15)

0322 WA La applicazione della (6~15) per rumore
gaussiano & banda stretta & mostrata in
Tig. 48.
AW I1 filiraggio dello spettro W5 mediante
8) n Aa i1 filtro. pessa basso di luozgo alla Wz »
: ; 4 ﬂ ) $ e lascla sclamente la parte itriangolare 7 -7
{0 © $o attorno alla frequensza sero.
w' 5(4)4». Alw Se il rivelatore quadratico opera con la
a7 legzs ¥ = dx+ax? , allo spettro di
Lotaiw ‘Fig. 48, bg si dovrd aggiungere quello dd
/ z“la?w Fig. 48, /e
/R s/ Se fo>rW , i1 filtraggio passa basso

A A lascierd ancora solamente la componente
s Py 3 triangolare centrale, Wiy ({f) .
b) -1, -f7 $e J *2f 4  La funzione < 2z(%) & in questo caso. di
' wle rumore & banda stretta, del tipo (4«« ac)
Precisamente 3

-—F;3° 48 -

2 5, 4
y Twt a.o"

Culz)- st et (B T0)

(6-16)

eos/eas



Le considerazioni precedenti non sono pill completamonte valide
quando 1'ingresso x(t) aconsiste di rumore + segnale, a menc che anche il
segnale non sia rappresentabile da una funzione aleatoria gaussiana.

Consideriamo ora il caso in cui il gegnale 3 sinuscidale,
s(t) = C. “b[woé-é- \°) s @ sle 11 rumore gaussiano centrato.
- 81 ha. allora @ .

‘1 B
y(t) m Ao x(&) 2::." & [4“7) + M(é')] (&vi’g’)
8i vuole ocaloolare W; (£).

La funzione di autocorrelaszione di y(t) & data da 2

C, ('z) a (4.-'-'7:) (oum) /4. 2 4,3 m G BNy

-----_- - )
—.2——! e

o Aam, T 'n, ‘hb -f--?.J)o 44.’”:. + e -d).')gm.-ﬂ--z-/),fn Yg

+ 2 /).m.ifm )
| {6-18)

We 8l & soritto 3
A= (e) 5 o= m(E)

D=3 [E-2) ; Mma= m(E=-"2)

Gli ultimi quattro termini della (6=18) scno nulli, come pud
mostrarsi scomponendoh grazie alla indipendenza statistica ‘tra. S edm , e
oonsiderando che sia 4 che m sono centrate. La C (Z)pud allora scriversi i

C’:l (?’J = Cam ('3,) + CM,,, (’Z) + Cmm (’3) (6-19)

Ciea(2)= a’ a5 A%
Coum(2)= 4 at Co(z) Con(2)+2a* C [0} Cn (o)

Conem ('3):: al m, 2 me? = a® [-ZC",,, (=)+ C, /0)]

(6~20)
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Trasformando 1a (6~19) si ottiene

W“I_(H - V\Qia {#) * VYJ:» (F} * Wﬂlm [#) (621

’ !
Essendo per ipotesi il rumore gaussiano la- WM,,,, [‘ig)
& esprimibile mediante la (6~15).

/)w {{i puo poi essere messa nella. forma ¢

Aym
4afw/¢ W (£-£)df's 288G () Culo)
é-a;[ Wy © Wi] + 2a%C, [0)~Cm[o).5/#) (622"

51 ha poi 3 2
(3= S 5 W[4 —-—-——-[S(f+fo e dlf-4) ]

C (2)= a* 4('/4 + e coo-Zwe'a)

A%4

|l | | | _

»

Ana

S }
Si ottiens percio dalla (6-22), sostituende W, (£) :

W (‘H” AZ'CQ[W;(4%£§)+W/J [f:‘-fo}]-l- a"’cf"af;cf[g (6-24)

In definitiva, W (£f) & dato alla somma delle espressioni
(6~23), (6~24) o {6~15)
Considerando ora il rumore a banda strc'ﬁta, di larghezza W, attcrne ad -?-@ 5
Fig. 49, a), lo spettro di potenzaW,(f) ha l'andamento di Fig. 49, D).
Si noti ohe lo spetiro & costituito 28110 spettro del rumore ,ﬁm(f;? gia
rapprensentato in Fig. 48, al quale sono stati sommati i tre spettri
rettangolari (trat‘beggiati in figura), pil le componenti concentrais alls
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Se si considera ora solo ls componenti dello spettro
conprese tra —We W , ovvero se sl considera il segnale z(t) ottenuto
iltrando y(t), allora la potenza della fluttuazione in z(t) 3 data da
Z R Aw (Ga* 29W) s OVe 2AW & la potenza di rumore d'ingresso.
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_ Consideriemo ora un'altro sistems non lineare, la cui uscita
3 del tipo y(t)[=b.x(t), per x>0, Fig. 50, a). -
= O ) per %<0

4 | o
2

Pig. 50

Consideriamo il caso in cui x(t) sia un rumore gaussiano.
La p(y) assume allora la forma di Fig. 50, b)e :

Si ba poi
o +oe
e cdy = Cpfx)dx = L. o3 (6~25)
= . = . X
§= |y ply)dg= | o ple]x = = T
. o o
. g 2
T brot. oot. L (1-L)btox (6~26)
Y* = Y x y 2 ( -rr)
' Calooliamo ora cy(2). Questa pud seriversi :
) +08 00
2 ' .
C‘(j('-z): L j[ ,-JciP(X., -JC;_)%)-dx,'dxz_ (6‘-2?)
oD -
ove Hxa, x:;'?) 3 espressa dalla (2-99).

.

Liintegrale puo essere calecolato sostituendo le coordinale

polari Xzt l, X2z 2w , ed integrando prima rispetto ad Z e poi
rispetto a P . Si ottiene 1

Cy ('z)z %2'(‘/1~ ca(:a) -+ c('a).{r- M"’[G(’a)]j) (6~28)

ove & Cx ('Z)

¢ (e)=
| o *
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i
Sviluppando la funzicne Cod , 8l ottlene con approssimazione

X SR ) P R ()
P L Al ) I SRV ) P B P
Ty ?) & T T (%) Tgrot ‘Tt (6-29)

Considarande la trasformata dei soli primi tre terminid si

.*M
) 2, B = ; ¢ ¢
4 - - 2 1 éd {rpi .
P e I ) . - W Jw E-f)edf
()= S S AL W lB i )l

Questa & rappresentata in Fig. 51, 1), nsl caso 4i rumorc gaus—
> £ .
sione & banda stretta (Fig. 51, a))e :

Tl quarto termine della (6-29) 42 luogo nella trasformota ad un
ine, rappresentato tratiegglato nella Fig. 51, b), descrivibile come
uto dalla oonvoluzione delli'ultime termine della (6-30) con se stesso.
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