CAP. 2 ANALISI STATISTICA

2=0 Introduzione

In tutti i casi ove si debbono studiare o descrivere dei feno
neni a carattere aleatorio, che diane gioé luogo a variabili od a
funzioni aleatorie, l'analisi deterministica deve essere sostituita

ga un tipo di analisi a garattere statistico.

Nei fenomeni di tipo algatorio non & possibile conoscere esat

$amente il valore che la variabile o la funzicone assumeranno ad oS

PR

:pervazioni successive, na @ solo possibile predire il wilore pi

’?robabile.
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Tale predizione & basata sulla assunzione della regolarita del

fenomeno in esame. Juesto viene osservato un nunero grande (infini
to) di volte ed, in base a tali osservazioni, 2 possibile ottenere
la frequenza di ricorrenza dei vari valori possibili assunti dalla
variabile o dalla funzione aleatoria. A maggior frequenza di ricor
renza di un dato valore nelle osservazioni dovra corrispondere mag

glor probabilita, assunta la regolarita del fenomeno, che tale valg

re 8l ripeta in una osservazione successiva. Il concetto di probaba
"bilita viene quindi igtrodotto onde assegnare alla variabile od al
la funzione aleatoria una misura guantitativa, con un numéro compre
80 tra O ed 1, della frequenia di ricorrenza di un dato valore in

un numero grande di eventi.

Si ndti che la conoscenza delle probabilita relative ad un de
terminato ieno“eno aleatorio pud derivare sia dalla conoscenza a
~priori derivante dalle pronrleté del fenomeno, sia da misurazioni

empiriche su di un numero.érande di esperienze.

Si esaminano di seguito‘aICune definizioni e proprietd delle
variabili aleatorie. Si passera poi a trattare le funzioni aleatorle

0 processi aleatorl.
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2=1 Le Variebili Aleatorie

Si consideri di operare una osservazione € di un fenomeno alea
torio; sia X il risuliato ad essa associabile, rappresentabile con
‘un valore numerico. I valori X=X (€ ) costituiscono una variabile
gleatoria.

La X pud essere unz variabile continua, disccntinua o mista,

-

Nel caso di variabile discontinua si definisce la probabilitid

che la X assuma 1l valcre X, come la frequenza relativa di tale va
. i S

lore, con il seguente sizbolismo:

p; =P L:r.=xij , ove Oépis1

Se si considera l'insiene tX X2, "';k] di possibili vale

1?
ri, la probabilitid ckhe X assuma unc di questi valcri e data dalla

somma delle probavilitsd di ogni valore, ovvero:

'P[X:Xil, oppure[X:XZj, oppure .;....[X:X;} =p, *+ 5, * p3 MCR ¢ W
(2-2)

Se l'insieme sopra considerato racchiude tutti i possibili va

lori si ha la certezza che la X assuma uno di questi valori, ovve-
ro:

By =1 (2-3)

b\Mx

Nel caso di variabile aleatoria X continua, la probabilita che
essa assuma un valore stabilito x & nulla. Si pud invece parlare
della probabilita che sia x=X < x + dx. Per questo si ricorre al-

la funzione densitd di probabiliti p(x) mediante la guale la probda

bilita suddetta & esprimibile come:
p(x) dx =P [x<X<x + dx] (2-4)

Si definisce poi la funzione di distribuzione della probabili-

t4, o funzione di probabiliti cumulativa, come:
X

F(x) mP[Xs x] = '}f p(x)’ dx ' (2-5)

- 0O
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Similmends aila (8-3)s 24 ha guiq
o0

p(x) dx = 1 - (2-6)

- pO

Consideriamo ora alcuni esempi:
Un sistema di controllo a relay ha una tensione di errore che as
sume i valori -1,0 ,o0 + 1. Tali errori ricorrono con probabili-
t& 1/4, 1/2 & 1/4 rispettivamente. La funzione di distribuéione
© corrispondente a tale situazione avrd percid l'andamento di Fig.
;10, a) e la p(x) & da guesta ottenibile mediante derivazione del
ia P{x), ovvero:

p(x) = aF(x)/dx = 1/4 $ (x+1)+1/2 J(x)+1/4 ka«1)

~La p(x) & poi rappresentata in Fig. 1C, b).

j FO) P(x)
4 !
%b(x'f)

FPig. 10

Si comsideri la funzione X(t) di Fig. 11 , a), ove lu pendenza
dei tragfti rettilinei & aleatoria. Si consideri la variabile alea
toria associabile alls misurazioge dell'ampiezza della X(t) a va
ri istanti di tempo. La probabilitd che sia x<X<x+dx & uguale
alle provabilitd che l'istante di misurazione cada in.uno degli
intervalli 4t corrispondenti. Essendo poi ognuno di guesti inter
velli dt indipendente dal valore di X, ne consegue che ogni valo
're 0£x <1 ha la stessa probabilita. Le Fig. 11,;b) e ¢) rappre-

sentanc rispettivamente la funzione F(x) e la sua derivata p(x).
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a) ‘ : | 1 F(X) C)
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dalla quale deriva : px(x)=%9(cf/dx =

4t

Fig. 11

- Consideriamo infine il caso di una sinusoide, a modulazione di fa

se aleatoria, X{(t)=cos G@) ove, per ogni dato istante ¥, sono pos

81bili con ugual probabilitd tutti i valori di 6 tra O e 27,

Se si considera ora la variabile aleatoria associabile alla misu
razione dell'ampiezza a vari istanti t, questa sari legata funzio
nalmente alla variabile aleatoria ©. Precisamente la probabilita
che la X cada nell'intervallo dx sara ugua?é%ziia provabilita che

la corrispondente 6 cuda nell'intervallo d6. Quindi si avra: ;

Q.pe(O).dO = px(x).dx ,

-1

, TY1- %2

In Fig. 12 sono rappresentate la funzione X{t), la funzione di di

stribuzione e la densita di provabilita. F(x)
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Nel descrivere statisticamente la variabile aleatoria X biso-
ngna tener presente che generalmente l'insieme dei’ valori di X che
~hanno una probabilitd non trascurabile & piuttosto raggruppato. E!
in tal caso sufficiente dare il valore centrale di tale raggruppa-
mento ed un valore che dia una misura della dispersione attornoc al .

valore centrale. : ‘

Per descrivere tali grandezze 8l ricorre all'operazione di me-

Q;h statistica, o speranza matematica. Questa consiste nell'operazio

ge di media dei valori della variabile aleatoria, o di. valori di
fﬁnzione della variabile aleatoria, ponderati con la probabilita del
la variabile aleatoria in esame. Se f & una tunzione certa, si pud
generalmente considerare la funzione di variabile aleatoria £(X),
corrispondente alla variabile aleatoria X, per la quale si definie

sce la media statistica, ¢ speranze matematica:

E [f(X)] '// f(x).p{x).dx (per x continua)
E [f(X)] zsz(xi)'Pi (per x discontinua) (2~7)

. : . : n . -
In particolare nel caso in cui f(X)= X", con n intero, la E{A J

prende il nome di momento dj ordine n della variabile aleatoria X,

e 81 rappresenta col simbolo -

Nel caso in cui n=1, si ha:

2] .
(1) m,= E:[X] = J[x.p(x).dx (per x continua) 4 (2-8)

m,= E[X] ==Z£xi.pi (per x discontinua)

E' questo.il valore statistico medio della variabile aleatoria,

ovverc il valore pil provabile o valore centrale. Se si rappresenta
la probabilitd come una massa distribuita sull'asse delle x, la E[X]

rappresenta l'ascissa del centro di graviti.

Si consideri ora la nuova variabile aleatorié centrata X! X--m1

(T)Il simbolo E per la media statistica ha orlglne dal;a parola in-

‘ e

glesse "expectatlon“ \"iw*~*\:



I momenti di tale variabile sono detvi ceantratiy quelle di oy
dine n viene rappresentato nel seguente modo:

M= B [X'n] = £ [Sx-m1)n] . . (2-9)

-

Tra questi momenti centrati & interessante particolarmente

quello di ordine dye, ovvero:

pry= 02 = 5 [0] = & [(x-a)?] (2-10)

Questa grandezze prende il nome di varianza, e d&a una valuta-
zjone energetica dell'entitd della dispersione dei valori della va
riabile aleatoria attornce al valore centrale m,. La grandezza

o 1
g:%fxz) 1/2 prende il nome di scarto guadratico medio centrato, ©

| ggviazione standard.

Se ora si sviluppa l'espressione di O~ si ottiene:

xr2=d/ (x-E[x] )2.p(x).dx =J/;2.p(x)dx+_//E[x]2‘;p(x)dx-

= Z/XL[XJ .p(x)dx = E[xz] + E [x]z L1=-2. E[x]z =
=E[x2]-5[x]2 |
ovvero: 6’2 =/A2 = m2 - (m1)2 . ‘ (2_11)

E' interessante notare, considerando il significato energetico
della (2-11), l'analogia che intercorre con la distribuzione della
potenza di un segnale elettrico. Si pud fare infatti il seguente
raffronto: |
lea componente délla potenza 6‘2, prodotta dalla componente alterna
tiva del segnale, & uguale alla poten;a totale (mz), meno la poten
za prodotta dalla componente continua, ovvero il valor medio &l qua

drato (m12). La ¢ rappresenta quindi il valore efficace.

S



2-3 Ineieme di due veriabili aleatorise.

Si ha spesso a dover considerare insiemi di pih variabili alea

“torie; quello di due variabili & il pil freqguente.

Si considera gui l'insieme di due variabili aleatorie discon=-
tlnue X ed Y, nel qual caso si possono 1ntrodurre le seguenti pro-

bablllté

~\Probabillté conglunta, ovvero la probablllua che le due variabi-

li assumande in uno stesso evento due valoyri stabiliti: X ed Yj

i *

p[x,y.]:p[x:=x ,Y_Y] (2-12)

- Probabilitd condizionale, ovvero la probalelta che una delle vz

riabili assums un valore prestabilito quando l'altira variabile as

sume un dato valore:

P[Xi/Yj] = P [X = Xi quando Y = Y;] (2=13)

tra la probabilitd congiunta e quella condizionale sussiste la rela

P[Xi,Ysj = P[Xi] . P[Yj/xi] = P[Y;.j]. P[Xi/Yj:l (2-14)

La probabilitz poi che almenc uno dei due eventi Xi ed Yj si

zione:

verifichi & data da:
p[x ]+ P[Yj]- P[Xi, Yj] (2-15)

Se 1 due eventi sono poi mutualmente esclusivi & allora:

[., Y=o (2-16)

In tal caso la (2-15) 8i ridurré dalla somma P[X ]+ P[Y ]
'Se 1 due eventi sono tra loro 1ndloendenti & allora:
[xi, Yj] - P[Xi ) P[y]

 ¥,P£xi/Yj}§ P[Xi] ; P[¥3/Xi] - P[:le | i}'f: | (2-17)

S



Se le dus variabili aleatorie X ed Y sono continue si pud in_

- trodurre, similmente al caso unidimensionale, la densita di proba-
. bilitd bidimensionale Plx, y):

-

f’(X, y)‘= —1 P[¥5X5x+dx, yéYSy+dy] (2-18)
: dx.dy A
La_F(x, y) pud anch'essa considerarsi ottenuta mediante deri-
vazione di una funzione di distribuzione bidimensionale; si ha anche

qui, similmente alla (2-6):

J/;/;P(x, y).dx.dy = 1 (2-19)

~l -0
Se 8i conosce la P(x,y) pud interessare risalire da questa al

la densitd di probabilita di una delle variabili, ad esempio p(x)..

Questa prende in tal caso il nome di densitid di probabilita g
priori in quanto necessita a priori di tutte le indicazioni sulla
variabile Y per potef essere ottenuta tramite laj?(x, y). Conside-
riamo infatti, nel piano dei valori di X ed Y, il punto M(X, ¥),

. ove xg¢Xgx+dx,

E' questo un generico punto compreso tra le due retie passanti
per i punti x ed x+dx e parallele all'asse y; la probabilita della

~ sua esistenza & data da:
p(x).dx = P[xsxsx+dx]
Tale probabilitd & anche esprimibile tramite la.F(x, Y), in-

tegrande sc¢lo rispetto ad y, ovvero:

Cp(x).dx = dx. p(x,¥).dy ; da cui si ottiene: o
: o0 | 4% ' e
p(x)‘i/;(x; y).dy | o (2=20)

. v R o .

¥

ed analogamente per la variabile Y: 7 :
o o0 : y L fl
- aly) t/G;x,y).dx SRR | (2-21)

e



Vediamo ora come 1la (2=14) possa esvere espressa nel caso di

variabili continue. Si pud scrivere:

P[< sx+HE, J<Y<y+dy.1 [J«Y&yrdyj [xéXéX-rdx/y;iYéy-*dX] (2-22)

Si noti ora come il primo membro della (2-22) sia uguale a
.F(x, y).dx.dy, mentrenel secondo membro il primo termine & espri-
mibile con la probabiliti a priori q(y).dy. Introduciamo ora la den-—

8ita di probabilitad condizionale p (x), condizionata al valore y=Y;

in tal modo il secondo uerﬂlpe del prodotto al secondo membro della
(2-22) potrd esprimersi, nel caso in cui dy—0, con py(x).dx. Per-

tanto la (2-22) diviene:

g(x,y).dx.dy = Q(y).dy.py(x).dx | (2-23)
Da questa si ottiene: L
py(x}f=~-Pé?§)Y> | (2-24)
e similmente: -
q, () = L0y) B (2-25)
p(x) - o

Ancora, nel caso in cui X ed Y siano indipendenti:
py(x)=p(x); a (y) = aly); P (xy) = p(x).aly) o o (2-26)

Ovvero, nel caso di indipendenza;delle due variabili, la densita

bidimensionale & uguale al progotto delle due densité:a priori.

2-4 Alcune proprietd della distribuzione di probabilitd bidimensio~.

nale - coefficiente di corfelazione -

Similmente al caso unidimensionale & anche qui possibile ope-

rare la media statlstlca di una funz1one delle due variabili alea-

torie X ed Y, Si 1ntroduca pertanto la funzione certa f(x,y), e si

con81deri_la variabile aleatoria ottenuta gquando x=X ed y=Y.

S



i ha allorat

E[f(x,Y)] = //f(x, y). p(x, y).dx.ay (2-27)

~80 =00

81 pud ora definire il generico momento centrato di ordine j, k

= 3 \__.,1 1{_] - _ i o Kk .

(2-28)
ove m,_ ed m4y sono i valori statistici medi di X e di Y.
I1 pih interessante tra i momenti & la covarianza /¢11 :
] = =[x
= - - ) = E P, ’. 8 -
Mo =E [(x m1x).(Y mﬁy,_{ Xr.Y (2-29)

E' facilmente dimostrabile che:
prowe B[x.y] = E[X.Y] - z[x] . = [Y] (2-3¢)

Si definisce ora il coefficiente di correlazione tra X' ed Y', C:

c= EX'.Y] o My

6"x . G"y G-X. G'y

(2-31)

I1 coefficiente C da una misura del legame esistente tra le due va
riabili aleatorie. Precisamente, nel caso di indipendenza statisti
ca tra le due variabili si ha E[X.Y] = E[X] . E[Y], e dalla (2-30)
M, = O; quindi C =0.

Se poi X ed Y sono legate tra loro da una relazione lineare si ha

C = 1. Infatti, considerando X ed Y centrate e posto che sia ¥=aX ,

si ha:
2 ¢ 2 :
E[X,Y]::E[X.(a}c) ] = E[&X : :}"— az' 629 = an s s
2 2 Al 2 ,2 ) 2 2
;E[X]a-ﬁ'x; xs[Y_]:E[a X ] =260 ;
&2
Da queste relazioni, sostituendo nella (2-31), si ha : C=8 _ i' =1.
Lo , a ¢
X

Normalmente & 0543513HQuesta affermazione pud essere provata fa-

Seen




cendo uso della disuguaglianza di Schwarz. Sia infatti A un numero
reale e siano X ed Y due variabili aleatorie. Per ogni valore di L
si ha: A :

| E[(Amy)'?] = A%, 2[x%]s 24s[x. Y]+ E[¥*0 (2-32)

ove 1a condlzloneZO deriva dal fatto che la variabile (KK-:—Y)E
sempre positiva. Se si considera ora/»come varzablle e gli altri
o ggrminz della disuguaglianza (2-32) come goefficienti, si pud scri
ygre: f , | -
H A2a+2 . A.v+c 20 ’ (2-33)
2 )
Lg (2-33) & verificata quando A= v° ~ac£0, da cui risulta:
e
(B[X.Y]{z < e[¥*]. &[¥*] (2-34
Da questa relazione e dalla (2-31) deriva che 0<£¢C _41.

Si & quindi visto come, date due variabili aleatorie X ed Y,
_gel caso di ‘indipendenza statistica si abbia C = 0, e nel caso di

dlpendenza lineare C = 1,

Inversamente, se C = 1 si pud dimostrare che tra X ed Y vi &
dipendenza lineare; mentre la condizione C = O non significa neces.
sariamente l'indipendenza statistica tra X ed Y; esse saranno perd

in tal caso certamente linearmente indipendenti,

Consideriamo infatti il seguente esempio, ove & X = cos & ed
Y = sin ©, con © uniformemente distribuito tra O e 2W . In questo
caso X ed Y non sono linearmente dipendenti e non sono statistica-

mente indipendenti.

La loro dipendenza ¢ infatti espressa dalla relazione Ya = 1 = X2.

w

Si ha psrd: E EX.‘1 =0 e C = 0.

Si vedré in seguito come la condizione C = O assuma anche il
significato di indipendsnza statistica nel caso di variabili alea~

torie gaussiane.,



>~5 Sonveluziocne

Si considerino due variabili aleatorie discontinue indipendenii, X ed I,
e si formi la nuova varisbile aleatoria Z = X+Y. Si pong il problema di
determinare la probabilitd P [Z = z,] del valore Zk = X + Y , note le
: k4. i J

-
'

probabilita dei valori ¥ ed Y . Si noii che vi sono in genere molte coppie
, J

di valori Xi, ¥ che hanno come sozma il valore Z e per ognuna di esse la

{ J's

probabilita d4i zk pud scriversi, essendo X ed Y indipendenti:

~ 1
x!. plz -x (2-35)
1% ;J (2~35)

|
4
PO

3 r
Y_{ = P |
= L

Si ottiene percid

P}rzkj. 2- P[Xl\. P [z -»xi:} ' (2-36)

L X, i- %
i

Un simbolismo pilt efficace & quello in cul si sostituisca al simbolo P
dei simboli diversi, a seconda della variabile cui ¢i si riferisce. In
tal modo la (2~36) pud scriversi:

R(z) « = plx). o (z-%] (2-37)

S

L8

Is R & detta probabilitd di convoluziorne delle probabilitd P e Q, e si
puéianche qui come nel Cap. 1, usare il simbolismo: R =P Q.

Nel cz80 in cuil le variabili X ed Y siano continue, la espressicne
(2-37) diviene un integrale di convoluzione, simile a quello introdotto
nal Ga:)a 1,

Si ha in tal caso:
+®
(2 )=p@a=/ »px).alz=-x)ax | (2-38)
-

ove ora p(x), a(y) e r(z) rappreseniano delle densitd di probabilita.
Guiindi la densitd di probabilitd della somma di due o pill variabili alea-
torie indipendenti & data dalla convoluzione dells loro singole densita di
probabilita. '



| 2-6 La Funzione Carstteristics

Si consideri la variabile aleatoria continua X, ¢ p{(x) siz la sua

;: densitd di probabilitd. Si consideri poi la variabile reale u (- ocodu <& + oa)

e si operi la trasformazione di Fourier della funzione p(x), dal dominio
LdeLLa variabile aleatoria x a quello della variabile reale u. Ia funsziocune
cosl ottenuta & detita "funzione caratteristica" e sx gcrive:

+ O

@ =] T opax. B (2-39)

- OO

/ Si noti che la C{ (u) pud anche considerarSL come media statistica
Qdella funzione eaux. Si ba infatti ancora:
+ 0

E: [ej@] - o eduX p(x) . dx = Cf(u)

-%

della proprzeté Cf(o) =1, @

P { e (u)} < 1, che derivano dalle
proprietd della p(x). .

Interessante & la relazione qui-seguénte, che lega la & (u) ai momenti

della variabile aleatoria. Se si sviluppa in serie la ejuX ', si ottiene
iux | C oot o mo.om o oom
S L R . S st Xyl (240)
11 . @ '

.

Se ora gi opera la media statistica, membro a membro, si ottiens

X X
Cf (u) =1+ 3j.L. E [x:) e . E [x} + eeee (2=41)

wi |
Da tale relazione consegue ché, noti tutti i momenti della variabile X,
8i conosce univocamente la funzione (u) e quindi la p(x), sua trasformata.
Viceversa & possibile ricavare i momenti dalla funziona C{( Precigamen—-
te, ammessa la convergenza della serie (2-41) per (eon u ; o),

gi ha:

[‘f‘]'. ()™ . % u) O (22)



Un'eltra funaiocne derivata dalle Qf( ) & la funsione:

Y =g, Q0 (243)

-

Spesso & suffzclente arrestare la serie (2—41) al secondo termine.
Si ha in tal caso: : ‘

Q(u) =1 +juE[X1 - E&;z’*ﬁz 'ué" . (2-24

. per la funzione %f(lx):

2 2
Y (@) = ju [x]- °° (2-45)
2
Un interessante applicazione ‘della funzione caratteristica si ha nel
caso di addizione di variabile aleatorie statzs«xcamente indipendenti. ©Siano
queste n variabili X, Xa, sseee X, € siano C{1 R C?w le rispeliive

" funzioni caratteristiche. Si formi la variabile:

T ‘. | + ;ooo..
R , Y x1 * X2 _ xn

3

la funzione caratteristica di Y & data da
| ;:(( W) - E.‘; [eaurl _E '\:e:;g'(xﬁx?; .....xn)]..
| « E ,(93@1} . B [ejux?.} Ceveerid E .[ejux’i} -
C{1(u) sz(u) cees o Cén(u) : (2-46)
E per la fu.nzione L}f(u): | o l; : o
ym - W“> + x}gu) v 4r R ' (2-47)

Sostituendo poi in quest'ultima lo sviluppo (2-45), si ottiene:

-

2 2 2 . X
Q = q“ + qz + sess e q (2“'48)

n
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Ci riserviamo di giustificare pili avanti l'uso dello sviluppo appros-
simato (2=45) nella (@=48).

E' quest'ultima una assai importante relazione, soprattutto quando le
si assegni un significato energetico. ' '
.o Xn~siano attenute

Si supponga a tale scopo che le variabili X s X

1 2
campionando,ad intervalli di tempo ATyn segnali aleatori prodotti da
altrettanti generatori di rumors. La (2-48) mostra allora che la componente
alternativa della potenza spettante alla somma di tutti gli n treni di
campioni & uguale alla somma delle potenze di ognuno dei singecli treni.

Si consideri infine due variabili aleatorie indipendenti e continue

X1 ed X, e si formi la variabile Y « X, + Xe. la Ce(u) della Y & data da:
‘ o jux, [ Jux, '
Cf(u) - C€1 (u) . C€2(u) - E [e ] . E [e -
| juxk jux, .« q{x.) . 8z =
1 2 2 2
- o . »P(Ii) cl.x1 . Je . 3("1)'de =
: ju o ' o
= J/p(x,) « q(y-x,) s ax, . dy ‘ o (2-49)

Dalla (2-49) =i vede, data la definizione di C?(u),.che.questa &
la trasformata della densita ‘/§(x1) q(y—x1) dx1. -

Del resto allo stesso risultato si poteva arrivare ricordando la pro=
prietd delle trasformate di Fourier: f,.8f == F1 . F . Quindi, date
due variabili indipendenii aleatorie, la densItad di probagilité della loro
somma & data dall'integrale di convoluzione delle loro densitd di probabili-

ta, e la trasformata, ovvero la funzione caratteristica & data dal prodottio
delle singole funzioni caratteristiche. :

2=1 La Distribuzione Normale = o legge di Gauss ad una dimensione.

La variabile aleatoria continua X & gaussiana (o lLaplaciana) quando
la sua densitd di probabilitad & del tipo: .

- _(X'ms)e ‘
p(x) = ! o 26° (2~50)
sy2r . '

ove O~ & la deviazione standard ed m, il velore statistico medioc.
Se X & una variabile centrata la (2~%0) diventa:




1 -12/2 0'2

p(x) = ———
= lev

Tele densitd di probabiiiid e la corrispondente funzione
sonc rappresentate in Fig. 13. la distribuzione dei valo
aleatoria X che sia rappresentabile mediante la (2-50) &

normsle o gaussiana.

Si calcoli ora la C{ (u) ¢

40

(2-51)

di distribuzione

ri della variabile
detta distribugione

orrisporndente alla densitd (2-51) si ha:

2 2 ‘
, s ' —x°/2 6~ |
Jlu) - E R ce™M L e TTER a (ees2)
Sl2
P&) ' — o0
k3
) _e_"%sz
GWE;. Poniamo ora rella (2-52):
Dol e X o gy 8 (2753
co A 5 —
Al AN sk fz
iFe) da cui risulta: -
ir-os w g2 - e
/ C{(u)._J__ . .e—»")’“‘ g -
) N YT o o -
‘ ’ - 87 YU
o = - 3] 27 (2,_5_;)
Fig. 13 Le <f(u) & quindi ura funzione di andadento
simile alla p(x); ciod la trasformata di

una funzione gaussiana & ancora una funzione di tipo gaussianoc.

Per la '%f(u)'si ha:
&2
2

1if<u>--

(2-55)

Ciod, la distribuzione normale o gaussiana & caratterizgzata dal fatto che

(u) & una funzione di secondo grado in w

la
Inoltre tale funzione, e quindi la distribuzione, & completamente determinata

quando si conosce il momento centrato del secondc ord

ine G*?.



Altre proprietsd della dietribuzione normale mone date dalle ugguwnti
formule, che 1egano i momenti alla &-2.

T E'[xz]a : 6"2 (X centrata)
E ,[x&”:} -0
[szj - L%kif o~
v e

R IR S
[P‘l&”] (2 6v9) : o (2-56)

ﬁ?-s' Il Teorema ‘del lLimite Centrale

/

la distribuzione normale o gaussiana trova enorme riscontro nei
fenomeni flsxci, questo per il fatto che la somma di un numero grande ai
grandezzae aleatorle indipendenti soddlsfa quasi sempre alla dlstrlbumone
normale, E' questo il teorema del limite centrale, del quale si da qui .
una prova pilt intuitiva che mgorosa._‘ Si & accennato nel paragrafc 2-6
alla somma di varlablll aleatorle 1nd1pendent1.--

Conslderlamo ancorz n varlab:.ln. aleatorze statlstmamente 1nd1pendent1

X1, Xz ous X iy alano esse, anche se. non strettamente richiesto dalla presente

2
dimostrazzona, centrate ed abbiano stessa varianza G- .

Consideriamo la variabile aleatoria:

~ ! e R S O
per la’quale si ba: - 4

Se IY & la funzione caratteristica della generica variabile X , 81 has

¥y ZTE) | | (2-59).

Se si ‘sostituisce alla . lo sviluppo (2-45), ove si indichi con Ai
{ ,

i termini oltre il secondo nello sviluppo in serie, si ottiene:



ACLUEIEEL- N VS (2-60)

L:4
Ora, per n —» =- y e peru < Uo’ il termine ZAl diviene infinitesimo
: 2 - 2 '
‘rispetto ad u , e \y;(u) tende percid uniformemente al valore - 6. 1 ___ ,
2

che & guello caratter;stlcc di una distribuzione gaussiana di deviazione
standard 6 .

Si noti che il Teorema del limite centrzle pud anche espriwersi in
termini di convoluzione e di. densitd di probabilita, ovvero, una convoluzione
puliipla di un gren numero di densitd di probabilitéd ha come risultante una
dsnsitd rappresentabile con la (2-51).

Si noti inoltre che la conveluzione di due densita normali di ancora
upa densitd normale.

In elettronica il rumore caotico ha quasi sempre un comportamento di
$ipo gaussiano, nel senso che, se si forma una variabile aleatoria operando
dcx campioni di una tensione di rumore a carattere caotico, questa & descri-
Viblle con una densiti di probabilit@ gaussiana di varianza 0‘2, pari alla
p@tenza media del rumore. la ragione per la quale il rumore, soprattutto
quello di origine termica, ha carattere giugsiano, deriva dal fatto che 8
descrivibile come la scomma di un numero grande di eventi caotici. 4nche
peé quando il rumore non abbla carattsre gaussiano, lo si pud ricondurre

a questo tipo mediante filtraggic passa basse. E? questo 11 caso del '
rumore impulsivo, come verrad analizzato pill avanti. :




2=9 leooe di Conss a dus Dimensiond
Distribuzione di Hayleioh

: 51 consideri ora l'insieme di due variabili aleatoris continue X ed ¥,
. di densitd p(x) e q(y) gaussiang, Sia inoltre per meggior semplicitd:

5 \'%g' ron ~ ] 2
: = E|l7la 0: z!x] = ¥2 | .
F[XJ Lé-] 0; {__;xl E{-Jﬂ &2y
: La densitd di probabilitd bidimensionale & in guesto caso esprimibile
%el seguente modos '

4

L X+ ¥V - 28 %y

.' 1 -Z -61)
ﬁ(xbyg 2TF62 .bf;TiT;§m , | (2-61

E’[X s Y) . bn T
ove ¢ = 5 = gosfficiente di correlazicne tre X ed Y.
Nel caso in cui ¢ = O =i ha dalla (2-61): 5
— ~—- {2-62)
2 & 2 6 VEThe

e

3
9
3

&)

§xy) = € = p(x)ea

1 E; 1
V 2% . © Ve = . €&

Ovvero, nel caso di variabili aleatforis gaussiane, la coendizions o = 0
significa anche indipendenza statistica tra le due variabili; oltrech& indi=-
pendenza linears, come visto al paragrafo 2-4, A tale proposito si vuocls
qui riportare per il caso generale la condizione di indipendensa statisti
tra due generiche variabili aletaorie X ed Y; questa & esprimibile coas

[ ] -z [®). 2 [v®) e

ove @ ed n assumono tulti i valori interi posifivi. Se si considera ora la
funziocne caratteristica bidimenszonale({’(u,v), trasformata della densiii
3 (x,y) nel dominio delle variabili reali u,v, la (2-63) pud scriversi

C{z,y(u,ﬂ = § () .ny(V) (2-64)

Tornando ora alla legge di Gauss bidimensionale, la (2-61) & esprimi-
bile mediante la sua trasformata nel seguente modo:

9)

O
sad
St

] {;

2
- SN y (u2+ v° - 2cuv) ,
C’f (g,v) = & , (2-65)

Fel caso di indipendenza statistica tra X ed ¥, ¢ = 0. & spssso suffi=-
ciente conoscere la distribuzione della variabile R = X2+ «2 o Cid equi-

-

U/OGG



iy
a) : vals ad affernare che, se si
Cole . nel piano x,y il punto M{X,Y
N nen interessa tanio la 3uz T
T .3<'T . ; piano, quanto la sua dis z
e - ' origine delle cocrdinais Seddeg 0w
R B o guesto ad esempic il gase Cellz posizione
o . dei colpi sul bersagiic del %iro a2 =egno
. (Pig.14,a).
Pid precisamente interesseri la probabi-
E:) 1itd p(r).dr di tuis mti compresi
i o & T 8k

Vi J g1 ¢psra
LG & iders ia Tro-
babi X,V ).0%.8y, date dalla
L : 5o, (2 questa es&rass;one si ope-
i X rano le sostitusioni » = %2 + y2 o
dx.dy = r.dr.dd"; si ottiene infatti:
Fig. 14 2 2 2

o

. o2 ,
(? = -“ = ‘62 ”dx*dy = 2; @.2 0826‘ 41’05‘-27&5‘-@4“3&1"9).&-1‘-&9

H

1 2 &~
) m’erz o T 2

S(rs (9) =

Egsendo ora £ ed Y statisticamente indipendenti, tali sarannc pure le
variabilli B s @?, per cui, facendo uso delle (2-20) e (2-21), si ricava:

=

2P r

! 1 26\2 . b

o
.r.e Qr - Bl aiacmanceid
2 v &R 27

P, (&) =

Y

2 2

raw - r2 I
Y ! 2 0% by gé\?
P, () = | 5~ oTe® dB = m—im— e
MRy -
j 27 &~ o
o
La {2-48) mostra che © & uniformemente distribuita tra 0 e 27%. ILa
{2=-69) rappresenta invece la densitd di probabilitd corrispondente ad una
distribuzicons di Hayleirch,
Questiulitima & ottenibile integrande la (2=69); ovvere, considerando
la probabiliti® che sia R » r, si ha:
* 2 2
7 T

Q/tt’

(2=61)

(2-70)



as

B

E e ik oo

Le due funzioni (2469) e (2-70) sono rappresentats nella Fig.l5. Si
noti come la funzione (2-70) abbia l'andamento di una curva gaussiana.
Nellas ourva sono riportate in forma percentuale le probabilitd che sia
R »di 0, &, 26, 8 35 rispettivamente. E' poi interessante notare che
la deviazi tandard di R & uguals a V 2 , 6 = S, il.-valore medio é
mlaw er.\/ l » © che il massimo della curva p(r) s5i ha per r = ¢~.

 P{)

FPig.15
Si consideri ora un esempio di distribuzione di Rayleigh. Siano dati
due segnali X(t) ed Y{t) tali che la distribuzione delle variabili aleatorie

X od Y ottenute campionando detti segnali sia gaussiana., Data poi una fre-
quenza portantecw , si crei il seguente segnale (Pig.16,a):

X(t). cosw,t 4 Y(t), sineigt ;.; | (2=71)
= S(t) cos[os,,t +C< (t)] ‘ (2=-72

ovo (1) = (K02 ¥(8)F o K(s) = avotang T (2-13)

La (2-72) rappresenta la forma generica di un segnale modulato di-
ampiezza e fase. In particolare, detta W la larghezza dello spetiro di
X(t) ed Y(%), se risulta: '

Wo ' -
FO = W 7> W (2"'l4)

allora il segnale (2-70) & del tipo a banda stretta (Fig.16,b). In tale caso
il segnale pud considerarsi inviluppato dalla funzione S(t), che rappresenta
ltampiezza del segnale, Se si considera ora la distribuzione statistica di
detta ampiezza, contemporaneamente alla esperienza statistica fatta sui segnali
X(t) ed Y(%), se le variabili aleatorie X ed Y sonoc gatisticamente indipen=

denti,

o/aoo



Speltro ai XQZ)
« Wes
) -
x(‘:).coswoh+_5(¥:)'sinw.¥ L ews Spekro di YO

<W > ngrh-g rigulbante ¢ W>
7 N/ %% R
£, %
b)

xi':; 0

t c)

Pig, 16

et ——

dalla prima della (2~73) risulta che la distribuzione della S(t) & del tipo
di Rayleigh. Dalla seconda della (2-73) risulta poi che la fase cg(t) 3,
come per la variabile &, statisticamente uniformemente distribuita,

Osservazione, Sulla determinazione sperimentale della densitd di probabilital,

Si & spesso richiamato nelle pagine precedenti il passaggio da una
funzione X(t) ad una variabile aleatoria X, della quale si vuole poter de—
scrlvere le proprietd statistiche,
X&3 Un metodo di passaggio & quello di
. canpionare la funzione X(t) ad inter—
valli At costanti. Ogni campione
sard descrivibile con un numero e
\A% rappresenterd un valore della variabile
AALK “‘\L~L_l,l*J o aleatoria X, Facendo poi un numero suf-
ficientemente grande di campioni, sard
possibile ottenere una attendibile descrizione statistica. Va fatto perd
attenzione alla scelta dellfintervallo di campionatura, il cui valore minimo
8 legato, come vedremo in seguito, alla larghezza di banda del segnale X(t).
E' infatti intuibile qui come esista una distanza minima, al di sotto della
quale due campioni consecutivi non sono pilt statisticamente indipendenti.

2=10 Legge di Gauss ad n Dimensioni

Generalizzando la legge di Gauss a due dimensioni, si pud affermare che
n variabili centrate X, X2, ... X, sono gaussiane nel loro insieme se la
funzione caratteristica corrispondente 8 della formas ~

C{(ul, Upeoou ) = C%Zc;;-u: 4 ' (2-75)
ove  Cyj = [x,_. xl |

ofoee



Porceid la legge di Gauss ad'm dimensioni & intsfamente determinata dalla

conoscenza delle B [X;.’ Xj}‘

Trasformando la (2~75) si ottiene la densitd multidimensionale
S (Kl,xz,.uxn).

La indipendenza statistica tra le . variabili & assicufata dallacy= O
pex i.# o In tal caso la funzione caratterisiica & uguale al prodot%o
delle funzioni caratteristiche e similmente la densitd di probabiliti &
uguale al prodotto delle singole densita.

Dalla Cg(ul,ug,...un) si possono ricavare i momentl che godono delle
particolaritd seguentis

E {X{) = 0 (dalla ipotesi di variabili centrate)
E [x;. xj]- ¢
B [x“ X, X}_} -0
E {X:r Xje Ko KI} E [Xaxj} . E [Xk XL] + B [thk]" E [XUXLJ .‘
+ B [XL' XL] s B [ijk-l
5[ Kyer iy = 0
B [X:w Koo Fox ] ’Z_’F’P = [X; Xj] (2-76)

Altre Osservazioni

« La somma di variabili aleatorie gaussiane & ancora una variabils
aleatoria gaussiana.

= I1 prodotto di variabili aleatorie gaussiane non ha pil caratiere
gaussiano., In particolare nel caso di due variabili aleatorie gaus-
siane centrate, il loro prodotto ha la densitd di probabilitd:

1 X .
p(x) = o , (2-77)
. RELERE- y° €1 =2

ove woXeuldy la funzione di Bessel di ordine zero e di seconda specie.
°\ S 2 -



2=11 Digtribuziong d4i Bernoulli, ¢ binominisasle

51 esamina la prima di due tipi di distribuzioni discontinue tra loro
collegate,qnelle di Bernoulli e di Poisson.

81 consideri il caso in cul un evento, risultato di una esperienza
aleatoria, ha due sole alternative, =21 ¢ no (+ 0 -, 1 ¢ 0) e siano rispet-
tivamente p ed 1-p,probabiliid dei due possibili valori.

e

Se¢ si operano ora n sorteggi
di c¢ttenere k volte il valore a
S¢ si fa il caso in cui 5
la sequenza 01101, con k = 3, sara:

ale & la probabilita
0 l'altrz alternativa.
i ottenga ad esempio

. -
L \ N e fa
(1=p) + p +» « (1=p) « p =2~ . (1=p) (2-78)
Cra vi s@no 503 w D43 cowmbinazioni con lo stesso numerc di 1 e 0,
31
per cui la probabilitd tot

ale di ctitenere ¥ = 3 volte il valore {1 inn = 5
sorteggi & data da 503 .03 )

In generale, la probabilita di k eventi dello stesso valore inn
sorteggl & data da:

k ,
P (k)= "¢ .p . (1-p) (2-79)

n
ove - - n!

La (2-79) rappresenta il Teorema di Bernoulli.

Se 8i considera il Teorema Binomiale, che d& l'espansione del
Binomio (p+q)P ,esi pone i~p = q ei ottiene:

n n k n-k

(!""?) * eece P Ck ® p (1‘“p)

<

+ ......+pn - [p+(1—pj]n- 1 (2-80)

la (2-80) rappresenta la probabilitd, ovviamente uguale ad 1, di otteners
un qualsiasi numero di eventi k tra 0 ed n., I termini an sono quindi i
coefficienti della espansione binomiale.



.

Se si considers orar il valore médio e la varianza della distribuzione
binomiale {2-79), si has A e : ) h

- valor medio = n.p =
alor medio n.p m1k , _

. 2 -
- varianza = &, = n.p(?-p)‘-rm1k.(1-p)

da cui si deduce che Gk & proporzionale alla VE:;T

Cid indica che, al cresceré del numero di eventi n, a paritd di p, la .
distribuzione diviene, relativamente:al valore medio, sempre pill stretia;
il rapporto ciod dispersione/valore medio diventa sempre pili piccolo.
Conssguentemente il rapporto k/n diventa sempre pill vicino al valore p, al .
crescere di n. »

E' questo un importante risultato che rappresenta la "legge delle medie"
(o dei grandi numeri).

TPCK] P=0.5
n=4
oy
: ! PsO.S
Al ,
g & i
o p=0.5
atllliy, ™% ‘
{ 5 -

Nella Fig. 18 sono rappresentati ire casi di distribuzione di Bernoulli,
rispettivamente per n = 1,10 e 50 sorteggi di risultato equiprobabile (p = 8,5).
E' evidente dalla figura come il rapporto dispersione/mumeroc di eventi diminuisca



.8l crescere di n. Per di -pil, al tendere di n ad infinito, la distribuzione
di Bernoulli tende ad una distribuzione Caussiana. Cid pud essere mostrato
atiraverso tediosi sviluppi, che dannc come risultato (per n —» & ):

267 (2-81)

AY
Qve m - 1l <] e'- Nie 1“ .
1 ™ PR X p(1-p)

Pud ancora mostrarsi ccme, da questa distribuzione discontinua, si possa
giungere ad una densitd di probabiliti Gaussiana, come definito dalla (2-50).

Consideriamo ora un esempic di distribuzione di Bernmculli. BSi supponga
di disporre di una sorgente di informaszione del tipo binario {1, O) che fornisca
‘ad ogni intervallo A t un nucvo campione. Sia p la probabiliia dello stato
1, e sia lo stato di ogni caxzpione statisticamenie indipendenii dagli altri.
Si immagazzinino ora questi segrali sequenzialmente in una memoria digitale
(shift register) della capacité di n campioni, e capace di spostare, mediante
wn gomando ad ogni intervallo Zﬁt, il treno di segnali.

Ad ogni comando di spostamentic, un nuovo campione entra nella memoria,
mentre viene eliminato Qquello immagazzinato n.. A t secondi prima

AV,‘. = K.4 velt
Vy
+
/ AN | Lo
I L | ! DL
‘ ] (- | b
INGRESS 0 T A
| O } V-1 © 1 o |0 { EE SO T R b by
DALLA _GORGEME | Y S I — S S T I T - >
BINARIA SPOSTAMENTO ' | S e
, At
COMANDO b1
-3

POSYAMENTO

Fig«49



Ua sale sisiens @ schematizzato in Fig. 19, ove si intende oke 1s sront
4l eamploni avvg;ga da sinistra & deszira. 3i supponga per seIZr.lllUi GLs
allo state O corrisponda O volts, ed alloc stato 1, 1 volis. Tali szrannc

le tensioni imnmagazz 1nate nella cella &i memoria.
4

Se ora si mompeno tra lorc le ienmsicni dellz n celle, la texniicns ¥
alliuscita sard uguale, per ogni intervallo A%, a k.1, ove X
welie nello stato 4. la distribvuzi probabilitd di k & ovvizzen
descrivibile con la distribuzione &i Zernoulli; ed in tal modc quinii
degcerivibile la variabile aleatoria

av
'K
»o

%

Il risuliato del

ila V. ad ogni ilsianve 43 b pud pol comsid
u
@iaultato di una esperienza aleator

erersi il
a. Ls V & reppresentata in Fi1g. 19,0.
u

>

51 pud poi normalizzare la sensicne V. al numsro delle celle n, ovveru

A
si ponsideri la V¢ , W .
: n
In tal caso il valore statisticc z=dic della V' & dato da H:il... = p,
il

NETRPUR Lard & S = _Yn.p (4-p) =

¢ la deviazions standard & uguale a .
, - n v
Q:indi, al crescere di n, la 2 ~dizinuisce come ! 3 & 12 e
o n n

tenda &l valore siatistico medio p.

(uestc sistema oras esaminato, combinuazione dello "shifi rezister® con
sistems di somms, presenta interessanti applicazioni nel cazzc del iratia-
tu del segnali, come 8i avra mclo &i esaminare in seguito.

e

2-12 ia Distribuzione di Poisson — oo T T

uesta dimitribuzione & derivata Za gquella di Bernoulli rel casc in gul
5ia n molio grande e p <& 1o

%1 consideri percid il fenomero della emissione degli elebivani cal
di wn tube eletironico, e sia = ii numero medio di eletironi in un

®

sra l'intervallo di teopo di un secondo in n intervalli o
sa Ll che sia trascurabile la probabilitad di avere piu di un e.e
in ogni intervailo. LA probabiliid di avere affatto un eletirore in un inter-
v&llo & ora data da p = L . Qindi la probabilitd di avere k eletirconi

no s 14 o s .
in n intervalll segue la distribuzione di Bernoulli. Se ora si & faitsc n 2olio
vande sard anche p L 1. In tal caso la {2-79) pud scriversi nel seguente

[Ra—

[r—




\ n! k{1 \I"A-‘-K 1 { \ N
p ( - e p (1=p) = e | 0{0n=1)(n=2) (... (n=k+1){ .
r ki{n-k)! k!
Lk , -
b (e BB (- BT
I /
o I3
o k . —T —in i
E 3 } . n » ( L ;1{ - e & w S H * b
k! no’ k!

E' questa la distribuzione di Poisson o funzione di frequenza che gode delle
geguenti proprieta:

E[k]-m; E[J%z - ne; 6?=m~E[kJi

Cp(u) = exp [a(e™-1)] Yiu) - a(ed%1) (2-83)

5

g!z.
8 5 w
Fig. 20

Nella Pig. 20 & illustrato un esempio di distribuzione di Poisson, con
m - 4. Quando m >4, allora la distribuzione di Poisson diviene molto stretta.
Ad esempio, tornandc all'esempio della emissione di eletironi dal catpdo, una
corrente di 100 mA corrisponde ad m = 6,3 x 108 elettroni per 10-9 sec. Ora
la possibilita di avere nel tempo 10~9 sec il numero m esatto di elettroni &

solo di 1,59x1079,  7uttavia, la probabilitd di avere un numero che differesca
da m del 1% & di 10~13700,



\ Un'altra distribuzione, derivabile da quella di Poisson, & la
distribuzione esponenziale. Consideriamo ancora l'esempio visto prima
della emissione elettronica, con m elettironi al seccndo, e si sia operata
la suddivisione in ingervalli At = 1;60 uguali, e molto piccoli.

8i rappresenti con 1 §'O la presenza o meno di un elettrone libero in tale

intervallo. Il fenomeno della emissione sara allora descrivibile con una’
successione di zeri, intercalati con alcuni 1:
3 .

1
z

- 0010000 ¢ sseeees001000c00s.

(101234 iesnenecmmls’se

Sia ora s+ At l'intervallo tra due 1. Questo conterrid s-1 zeri.
La probabilita di tale intervallo sara quindi data dal prodotio della
,probabilita di avere s—~1 zeri, con la probabilitd di avere un 1; ovvero:

P(s) = (1-~p)s'-1 e D ' e o (2-84)

‘So"oxfa. s"i,asoAati’.tuisce nella (2-84) pwm . A t, ¢ t =8 :A1t, si ottiene: '

P(s) = q(t) «A t = (1= -9;&—)5'1 CmeAt | (2-85)
ove g(t) 3 la densitd di probabilitd definita da:

2o

q(t)-___l_:i_s._z._
S AA'{;

e "Se ora si fa s8-»00, ovvero n-p oo |, nella (2—85), si ottiene:

| q(t) - dt = mee 2% | at (¢> 0) ‘ (2=86)

| Jn‘i&) :

: La (2-86) rappresenta la distribuzione
area = , di probabilita esponenziale. Infatti
' tale & il tipo.della funzione q(t),
Fig.21. La probabilitag(t).dt rappre-
senta quindi la probabilita di avere
due eventi successivi distanti il tempo
4, con la tolleranza dt.
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Con tale simbolismo X{to, £ ) & la variabile aleazcria definita
sull'insisme dei valori dei vari menbri del processo &l t2zpo 1 = %Q.

fnalogaments X(i, & O) rappresenta uno dei mexzbri el processo
gtocastico, che ha perduto i1l carsttere di aleatorieid relaztivo alla
espsrienza ¢ generica.

Lo studio dells funzions sleatoria X{(t,¢ ) & situdio dellfin-
sieme delle variabile aleatorie X{% , & ), ottenibil i per sutiii i pos-

sibilil valori di to.
L iferendoci alla funzione aleatoria,

51 comettera nel s ife
sta con X(1).

eguls
1l simbolo 5 e 81 indicherd gqu

cestico & quello costituito dai segnali

Un esempio di processc st
X s 41 n generatori di rucore, Fig.2Z2.

é'usocita x%(t); Xz(t),
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L'98perlenza e consiste qui nella scelta di un partlcolare
ganeratore. ‘

Le proprietd statistiche della funzione aleatoria X(t) sono note
quando si conoscono tutte le possibili distribuzioni di probabilitd a
k dimensioni, ottenute campionando la funzione aleatoria in un numero
finito k di punti, t_,, t .eesee t , con k gqualungue. Ad ogni scelto
istante t,, tutti i memdbri del processo stocastico vengono camﬂbnati
a formare la variabile aleatoria X(ti). '

, Ad ogni insieme t1, t2....t corrisponde un insieme di k variabili
aleatorie X(t1), X(tz)o-a'oonaX(tk

Se 8i ammette che ogni variabile sia continua e che esista una
densita di probabilitd a k dimensioni, le proprietd stocastiche di X(t)
saranno note quando si conosce, per tuiti gli insiemi t_, t esces t

1 2 k
la funzione:

p(Xt, Xz....Xk; t1, t2“"tk) : Lo (2"87)
ovvero la funzione:

‘ | j(u1X1+....ukXk
\F (\11, u2soo.'0 ‘ﬁ(; t1, t200000¢ tk) - E { [ } (2_88)



Similmente al caso delle variabili aleatorie, & spesso possibile
descrivere le proprietd statistiche della funzione aleatoria X(t) mediante
i momenti.

Se si considera la variabile aleatoria X(t.), ottenuta campionando
i membri del processo al tempo t = t , si potra p%r questa considerare i
vari momenti, generalmente funzione del tempo di cam?wnatura t s questi si
indicano con E[X(t)] = x(t), E [Xz 1)) = X2(t), etc. ove &l simbolo
t, si sostituisce genericamente t. Si intende infatti che la operazione
di media statistica E [ ] viene operata sui vari membri del processo,
allo stesso tempo .

Se si considera ora l'insieme di due variabili aleatorie X(t ) e
7 X(t ), si potrd considerare il momento del secondo ordine:

B [X(t1) . X(tz)] - F(t1, t2) (2-89)

E' questa generalmente funzione dei tempi tte t2.

La (2-89) prende generalmente il nome di funzione di asutocorrelzzione
statistica, e coincide con la covarianza nel caso di variabili centrate.
Tali le si considererannoc in seguito, salvo avviso.

Si consideri poi l'insieme t,, +.a tk ; & possibile:similzente
introdurre il momento d'ordine k:

E[X(ti) C X(£)) eeennns X(tk)]

La condizione di indipendenza tra due funzioni aleatorie X(t) ed
Y(t) & inoltre assicurata dalla indipendenza dei due insiemi X(t,), «..
X(t, ) ed Y(t.'), «..¥(t /), ottenuti campionando le due funzioni aleatorie
agli istanti ty"" tk e t1 ""tk' rispettivamentes, con k & k' qualunque.

2415 Stazionarietd ed Ergodicita

Si consideri ora il caso in cui tutte le proprietd statistiche
della funzione aleatoria X(t) sono invarianti per unoc spostamentoc dell’ori-
gine dei tempi. In tal caso, il processo si dice stazionario in senso stretto,
e si ha che: '

DK eeeX s Ty et ) m B(K, eaX s 84T, o £ 4T ) (290)
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roprietd statistiche di X(t) sono invarianti per una traslazione

In particolare:

Y

- Xn(t), con n intiero gualunque, & indipendente da t. Inolire:’
(10 50 = [ =) = 2 [3(0) « x(+-2) (2-91)

Gvvero la covarianza & solo fungione di C = tz - t1, e non dei valori
di t,6 1
12’
Il caso della stazionarietd del processo aleatorio riveate grande
importanza in quanto permetie notevoli semplificazioni.

Di tale tipo possono considerarsi molti fenomeni fisici, specialmente
guande i1l tempo di osservaziones non & troppo grande. Un egempic &i non
stazionarietd pud considerarsi quello degli n generatori di rumore della
figura 22 n2l periodo successivo alla accensione, duranie il raggiungimento
della temperatura di regime.

Tra i processi stiazionari riveste notevole importanza il caso di
guel processi nei quali & possibile dedurre le proprietd statistiche del
processo da quelle di un suo qualunque membro. E' questo il caso dei processi
Zrgodici. Si pud sostituire alla osservazione simultanea di un gran numero
di fenomeni simili quella éi unosolo di essi, per un tempc molto lungo.
Se gi indica con [ una generica funzione certa e si crea la funzione di
funzione aleatoria f [X(t)] , 81 ha che per i processi ergodici la media

statistice e gquella temporale si egquivalgono, ovvero:

[ T e v .
f[ K(t)] - E{f [x(z)}} = lim 1 f[x(t)] . dt = f[X(t)j {2~92)

Tsoe T

Ove i simboli ed Ana rappresentanc media statica e
temporale rispettivamente.

In particolare si ha, per processi ergodici:

X(%) = %(0) o (2-93)
Cs, =) 5—;&) (=) = X(1).X(+=-2) = c(2), (2-94)

;



ove
, - .
X(t) « X(3=T) = lim 1 f X(t) « X(t=7T) dt =C(T) (2-95)
% la funzione di autocorrelazions di X(t).

Si noti che un processo srgodico & sempre stiazionario, ma non viceversa.
: Come esempio di funzione aleatoria stazionaria ma non ergodica si pud
copsiderare la funzione X(t) = A cos-'?(t), ove ¥ (t) varia in modo da
produrre un segnale a modulazione di fase aleatoria, mentre 4 & una varlablle
aléatoria che assume i valori 1 e 2.

Si noti che, sia il processo stazionario o nom, & in generale:

G ANAAA
x(t) = X(t) | ‘ (2-96)
E' spesso sufficiente che il processo sia stazionario del s.gon.'s ine

- per considerarlo stazionazio, vale a dire che siano invarianti i mcuent: de.
primo e del secondo ordine per uno spostamento dell'asse dei tempi. E' zioé
sufficiente che sianos

X(t) indipendente da t, e Iq(t1, t_. ) = C("Z) funzione solo &i .

2

Come esempio di funzione aleatoria stazionaria al second’ordine ni
pud considerare la funzione: :

X(t) = Acoswt + B sin W ¢ _ ' (2-97)

ove 4 e B sono variabili aleatorie centrate ed 1nd1pendent1 ed wW & una
costante. Si pud dimosirare in tal caso che &: '

E [X(t)] = 0; E (X(t) . X(t-'Z)J = E [ A2J ccsw?r .

vale a dire la funzione & stazionaria del second'ordine, mentre risulta
E[X“(t)] funzione di t.

2-16 le_Funzioni Aleatorie Gaussiane

La funzione aleatoria X(t) & gaussiana quando, dato l'insieme t?’ t2 sees
t. 5 oon k qualunque, l'insieme di k variabili aleatorie X(t ), X(t.) eec..
Xftk) s obbedigce ad una legge di (Gasuss a k dimensioni. Nel caso in cui



~ la funzione X(t) & centrata, la funzione caratteristica & della forma:
. . ‘i— ??F[&‘./tjj' “;'“J',
&F(“tjuz FREE “‘K)"‘_‘ e ) ’ (2_,98)
Cios le proprietd statistiche di una funzione aleatoria gaussiana centrata

X(t) sono completamente determinate dall'insieme delle covarianze jﬂ(ti, t3)
con i ed j qualunque.

Nel caso di ergodicitd la covarianza & uguale alla funzione di auto=
correlazione C(Z), che & percid sufficiente a stabilire le proprieta
- statistiche della funzione aleatoria, ovvero a determinare la densitd di pro=-
babilitd di qualsiasi ordine.

Si & visto, per le variabile aleatorie unidimensicnali, che la somma
di un gran numero di variabili aleatorie indipendenii da luocgo con buona
approssimazione ad una variabile gaussiana. -

. Analogamente si pud dimostrare che se si considera un gran numero
di variabili mpultidimensionali X! (X}', X 'eeos Xk'), X"(X1", X2"...Xk"),{..,

indipendenti e le si sommano assieme, la variabile risultante
[ 3

PARRY = X; ) seguird una legge di Causs a k dimensioni.

X=X,
, ,(t XX
Tutte le volte quindi che X(t) pud considerarsi come la somma di un.
gran numero di contribuii elementari indipendenti e dello stesso peso
sull'insieme, allora X(t) sard una funzione aleatoria Caussiana.

_ Si consideri ad esempio il rumore di fondo di un amplificatore dovuto
alla corrente d'ingresso. . Questa pud considerarsi costituita da cariche
elementari distribuite secondo Poisson, ad intervallo medio &ty = 1/§ N

‘Se ¢ & la carica elementare ed I la corrente d'ingresso, sarid fe 1/q.

Sia O 1la costante di tempo dell'amplificatore.

e

la tensione d'uscita dell'amplificatore X(t) pud considerarsi come un membro

di una funzione aleatoria, le cui caratteristiche differimanno percid a seconda

del valore di § 6 . Infatti, se §.0>>1 allora la tensione d'uscita X(t)

" sard la risultante di un gran numero di impulsi elementari prodotti dalle
singole cariche, di modo che presenterd carattere gaussiano., Se invece

non & ?9491, allora saré possibile per l'amplificatore risolvere parzialuente
¢ non i vari impulsi elementari e la tensione d'uscita perderd il carattere
gaussiano. Si noti che in tal caso una ulteriore operazions di filtraggio



passa~basso, oppure di integrazione, che riporti il sistema alla condizione

9 &> 1, trasformerd il segnale nuovamente in un segnale gaussiano.
Generalmente, la misura di fenomeni microscopici con apparati di misura, la

cui frequenza di risposta & notevolmente inferiore a quella media di occorrenza
dei fenomeni, da luogo alla misura di funzioni aleatorie gaussiane.

E' interessante nel caso di processo ergodico centrato, mettere in
avidenza la relazione esistente tra la funzione di autocorrelazione c(z)
e la densitd di probabilitd del secondo ordine p(Xj, X2>'

Si consideri infatti le due variazbili aleatorie X, = X(t4) ad
§

X, = X(tz), Per essa & valida la relazione (2=61), ovvero:
2 2
-2C% 3
_ ._}.(Q_ +X?, ;ZC“*}A?
2 |

( ) ’ 20 (1-02) e /

X X By ———— ¢ @ o X 2
PA%r g % p(X,,X,; %) (2-99)

2o~V 1=C

ove ora, grazis alla ipotesi di ergodicita:s

E{X, . X ] ,
° = [ ! 2 . (=) (2=100)
G 2 c(o)
X, /2 o °
E' potr p(X,) = —1—— e (2-101)

Vo .o

da cui si ha per la probabilitad condizionale:

2
(X -CX.)
2 M
p{X,, X5 ) 2
(A /%) = = 17 ol . e 2 0 (2-102)
; (X)) ERUBE |

ove 0 = 0 {1=C",

Quindi la densitd di probabilitd della X_, noto il velore della

X’, & gaussiana, con valore medio CX% ¢ varianza 0’;-0’ 1-C2,



Neila figura 23 8 rappréssatata lu variasiene della - \4}2,:? }, per un det

valore di X;» in funzione di‘Z , e per una tipica funzifne” C (T)-

¥ (X:a//ﬁ‘) .

X
Ay A
y - -z

Ee 23

Per T = 0 81 conosce con protebilitd 1 i1 velore di X, = X,, Percid la '
demmatid di probabilitd ¥ rappresentaia da wna funzione é(X

Per = &i la probabilitd che sia X; < Xz‘é Xé +5H X, & data dal 1‘:«1’65
tratteggiata di figura, A paritd di X, tals ntory
al valore C () JXq

c(o)

La variazione di tale probariliid al crescente di ¢ dipenis solu

dalla C (7T ), secondo la (2-102), Generalmente &l orescere di T i valori & ,

tendono all'indipendenza rispetto ad X;. Pilt rapida & la pendenza di .f[”t‘),
pIld rapidamente diminuisce la dipendenza d&i X, da Xl‘

La indipendenza tra X, ed X, 8 assicurata quando < (&) = G, In
tal caso la (2-1027) diviene uguale &lla {2-101); ovvero Uz= @, e <, L =0
onte tra la p{}?_ L) ela

rappresenta guindl una
del processs Iivenso
s

R E' quindi evidente 1’3.1:;;—-~ relazi

funzions di auto correlazione C{T )., <ue
misurs dells rapiditd con la quale i succe i 3
indipendenti dai precedenti, Z' gul intuitivo, e cil riserviamo di dizcsirar
nel prossimo capitolo, come a maggior ripiditd della funzione € (=), orverc
pill rapida indipendenza, debba corristondere la presenza di componezti a fre-
guenza maggiore nellec spettro del segnale,

o

F" [0}

0



Infins nella figura 24 sono riporiati i contorni a densitl ;L,_ p::ro PR
bilitd bidimeusionale 13\3{3_9“2) =

% costante, per i valori di C = 0y
a .

. o°

% (Rayleigh
N (Rayleigh) % e

Xz // c =4
‘/ di pen denza
/‘ | lineare

)

leeu“‘:c'slo

’
7

Fig.24





