CAP, 10 = ELEMINTI DI TEORIA STATISTICA DILLA DECISIONE (Bait.ﬁ’fv

10=1+ Introduzions

Il problema di ricevere un messaggio da un punto ad un altro,
o quello di misurare un parametro mediante osservazione di un segnale, si
riduce in definitiva ad un problema di decisione. Generalmente si domanda 41
prooedere nella decisione in mode da ridurre al minimo, in media, i costi che
gli errori, dovuti alla presenza del rumore, comportano.

Il problema puB impestarsi come segue

Chiamamo . X -lo¢ statoc vero di un certo fenomeno, sotto osservazione. Siano
X, %2y - X n s 1 possibili stati, di prodbabilita a priori P{ x/ ),

P( Xy )’oo P( X.,, )

Diciame Y il risultato dell'osservazione del fenomeno, ovvero lo stato
ricevuto. -

Generalmente si osserva Y ;( x a causa del rumore.
Siano 4,,Y,---- Yn i possibili stati osservati. Per un dato x. esiste
la probabilita P(’-jJ /x, )} = P.j che si osservi lo stato f{J .

Si avrd c¢ioé la seguente matrice di@ondiziona&i@roba‘bilité:
lj‘ ql o v e @ ‘jm

o & Pi Pia ... Fim
‘:“3- Par Pz ..... Pam ( 101 )
xm ?“‘ —P‘ht ...... RI”
Indichiamo ora con a, la decisione cte X & lo stato
del fenomeno. In realtd lo stato vero potrebbe essere X , nel qual caso
ay & in errore.
Indichiamo con Cix il costo di decidere X =X, , quando in
realtd & X=2 lo stato del fenomeno.
Potremo rappresentare i vari c¢osti nelle seguente matrice @
A‘ “h s o o » A’M
x Cu Ciga oo o= Cin
2'& Cz, C‘t - . - - sz (10-2)
. i ’ i 1
x . ‘ '
» L Cui Caua Cnm

A questo punto il problema & genericamente impostato. Ovvero,
pex descrivere la situazione dal punto di vista statisiico & necessario
_ oonoscere 3

-~ probabilitd a priori degli staii possibili del fenomeno,

- probabilitd condizionalli dei possibili stati osservati,
o oed ;

= i costi &i errore.
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Vediamo ora 4i proceders mediante un esemplo.

Consideriamo un canale di trasmissione binario, &. sia !

Po 1la probabilita che O sia ricevuto come 1 &
pi quella di ricevere 1 come O.

Siano s
o qa 8 qupﬁle rispettive probabilitd d4i ricezione corretta.
Siano 1@
x, =11 ed X, = OO0 i gdue possibili stati del messaggio.
Se la ricezione & corretia assumiamo che non vi sia costo di errore. In
effetti potrebbe essere necessario in alcuni casi considerare un costo
negativo, o premio. Diciamo Cg il costo del ricevere {1 quando
lo stato vero & 00 , e C,, quello di ricevere 0O quando lc stato 6 414 .
Chia-’na‘no Pa= P( X ) e Q - P(xg)o
La matrice delle probabilitd di osservazione & la seguente 3

(5:: U {0 ot 00

X= :

-3
« q." q.p ark B (10-3)
0o Pol 900 9 Po c,:. _

E quella dei costi & 1

0o Ct o

Detto 013, il problema della decisione pu& essere enunciato cacic gquello 4i
trovare il criterioc con il quale la decisione conseguente ad una detcrminata
osservagzione presenta il minor costo di errore. Tale criterio & detioc
oriterio della decisione 41 Bayes.

A volte non & possibile seguire aderentemente tale procedura, © perch§ risulia
troppo complessa oppure alouni dati essenziali non sono noti. In tall casi
vengono seguiti altri criteri, con conseguenti maggiori costl d&i errore.
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10=-2., La Rivalazione del sormale.

Vediamo ora 1l criterio della decisione nel caso della
rivelaziones, Si hanno qui 2 soli possibili stati del fencmeno, segnale
presente e segnale assente. Tale situazione & detta di provg delle ivotesi
(hypothesis testing). Rifacendoci all'esempio precedente del canale binario,
s8i hanneo i due seguenti possidbili stati veri del segnale 3

X, = 00 = sepmale assents

X, =4 L = sesmale presente

81 & visto che le seguenti sequenze possonc essere ricevute @
y,=l;Yy=19; Yy= ©10 Y,z 0

: Le possibili deocisioni sono, per ogni stato ~icevuto ‘jj :
segnale presente, Qq , (x-u) s Segnale assente Qg , (x 00) .

Supponiamo di avsr ricevuto ‘jJ‘ e di aver decisc per A .
{1 costo della decisione q, , &, in media 3

"(‘5;‘/“') = Cy F(x‘/‘ﬁj) + Cop P("z/yj) (10-4)

ove  T(y:)0) 2 funzions a1’ Y;

Ora, dalla (2-14) del capitolo 2, e dalla relazione s
Ply)= = PCx)- Ply;/x)
.V;);ai ricava 11 Teorema di Bayes =

?(x:/w')= Ply/x)-P(x) Ty P

o

5 P(x) P(4j/x) RJ"P(I:)+?3:}'?;/34) (10-5)

Le proba'bulta condizmne.h nella (10-4) sono quindi
ricavabili mediante la (10-5).

Similmente alla (10-4), se A4, & la decisione conseguente
ad‘j-‘jj "y 81 ha 11 costo ¢ - ~

Z(VJ'/Qz)= Clz' ?(x,/{bj *+ Czl“ P (x‘/‘ji) (10-6)

ceefone



Il costo totale, o rischio, mediato su tutti i possibili velori
di Y ;quando si sia adottato urwstabilito criterio di decisione, sard minimo
se si opera ogni volita la decisione, alla quale consegue il minimo rischio

condizionale. Ad esempio, per ogni valore tj y si dovrad decidere 4; ,
se 'Z[yj‘J&.,) <'C(9J',€\2_) . J '
pelle (10-4), (10-5) e (10-6) segue che si deve scegliere 4|
58 &
y Plg/) P(zd)  Cu~Ca
Ne —— -— = (10-7)

P(%’/’Xz} F(x’) Ciz = Cu

r
{3 & una costante che comprende la conoscenza della probabilitéz a priori e dei
costi di errore.
A & un rapporito di probabiliiid condizionali, ed & chiamato rapporio probabile
(iikelihood ratio).

La (10—7) dice che sl deve scegliere A4, se /\>ﬁ s €d 42

Be /\(/S .

i
Tornande all'esempio del canale binario, si ha 3

zg C‘ﬁ )
/5 P Cm - (10-8)

C:. & anche chiamato costo di falso allarme e m Sgosto di
mancato allarme.

Dalla (10-8), facendo uso della (10-3), si ha ad esempio che,
ge il messaggbricevuio & Y = 00 ed 389%p2<A y_ allora la decisione & A, .
Se viceversa & 9%/p2 >4 , allora la decisione 8 &4y .

Se indichiamo con P( A2/%, ) e P(on /x3) rispettivemente le
probabilitd di mancato allarme e di falso allarme, il costo medio di errore
quando il segnale & veramente presente e si deoide per 4,3 :

z o= Chye 'P(AQ/;I) ' (10-9)

imilmentse, quellc quando il segnale & effettivaments assente
e si deocide por a4y , &

tgﬂm C;_.?(&;/x'z) | E - (10_16)

©; ed T, sono i rischi condizionali.



%

11 risohio medio ftotale & 3

R = =P + %2 @ (10=11)

10=3, Soglia di decisione ottima.

Proseguiamo ora con un'altro esempio di rivelazione oittima

" &1 un segnale che si conosce poter assumere solo i valori 1 wvoli (segnale
. presente), o O volt (segnale assents) in presenza di rumore additivo. Sia

141 rumore gaussianc centrato e di deviazione standard 0~ .
In questo caso i possibili stati‘? sono infiniti, essendo
una variabile continua. Si dovrd percid introdurre una densitd di
probabilitéa condizionale.

Sia Xy ; 41 probabilitd P, lo stato corrispondente ad 1 volt,
ed X,, & probabilitd Q, guello di O vol% .

Si bha, similmente alllesempio precedente
; “,

9 | a.
X, P(a/x,) xi[ 0  Coum

xa|p(4fx)] 7 alc o ( 10-12)

Le densitd di probabilitd condizionali sono rappresentate
nella figura seguente s .

soglia di decisione

Pla)*)
Ve

.y

- a=3! ’
2(////{ L~_f ~prob. di falsc allarme
probabilitd 4i mancato allarme.

Fig, 104
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I costi di errore medi, corrispondenti alle decisloni &
ed Ay , per un arbltraric valore g sono §

Tfyya) = 0 Pa/y) +C g Plxa/y)

0-13) .
e (g us)= Cu Plafy) 4 0 Pl3/y) (10-13)

Entrambe tali espressioni sono funzioni di Y .

f

Il rischio totale & il costo di errore mediato per tutti i
valori 41 Y che sl ha per un dato criterio di decisione. Naturalmente tale
rischio seard minimizzato se, per ogni valore di , si sceglie 1! ipotesi
che di minor valore di T(4,4),0 o TfY/az) . Percid il criterio di
decigione divide 1]l caupo dei wvalori di Y in due regioni, una nella quale
ia decisione &; & praferibile ¢ l'altra nella quale lo & a’\z-

La {10=5) & ora della seguents forma

. POl b)d e
Pxi/y) = Pla) p(9)2) 4 ,4

Dalla (10-13) s dalla (10-14) si ricava che 3 2[5’,*1)‘?/.7/“.2_)
ovvero si dovrd decidere per 4, , se & )

et o oo A A

Lkl ?hJ$Qrftn=Q«uﬁg
A y) B }o(l;?f/xl') P(xc) CI?.‘CH RCW (10"'15)

Nel caso in esame, con rumore gaussiano, si ha 3

L -1/t ~(4) S o
W/",‘J:V« @ J }"’[5/’7"“%’"(:";_" © (10-16)

L7 O

dalla quale sl ricava & / :
| [27") 2052
/X (‘1 ) = ¢ : (10-17)

coefoee



A[f/) La {10-17) & rappresentata in

Fige log . Il valore di § in
corrispondenza d&i Afy)= B 2 dato
egione I da

Regione II

b % N |
N >y do= 2 T T %/5 (10-18)

ed & detto valore di soglia ottimo per
undmovawmeﬂ.ﬁ v

Tale valore divide il campo dei valori di j in due regioni :

4.3 , Dly)> -
ar ), .0(3/4/"'

Pensiamo ora di stabilire un generico valors 4i soglia O( ’
indipendsntemente per un momento da A , e di suddividere il campo di
nelle dus suddette regioni e di decidere coms sopra.

13 regione I ¢ ove sl decide segnale presente
2) regions I1 : ove si decide segnale assente

Possiamo allora definire le seguenti probabilitid, funzioni del
valore scelto per & . Si ha, osservendo la Fig. 105 H

- probabilitd di rivelazione (hit probability)

-P{H)= 'P[g}d//x‘ J = ‘P [0\,/31.4] = }q[?/)C/)Q(‘y (10_19)
" N ys>o | B
& la probabilitd di decidere segnale presente quando & veramente presente.

- probabilitad di falso allarme @
P(re) = Ply>d/m] = Plai/a)= | plofse) 4y (10-20)

> o
7
& la probabilitd di decidere segnale present% quandc & assenta.

«probabilitd di mancato allarme 3
P(M) = Pyeet/m]= Plac/k )= | bla/x)®s  (oa)
R ‘ y<o '
Il rischio totale medio relativo alla soglia 0< & dato da 3

R=PP[M)-Cn + R P(FA)Cy (10-22)
ove  P[M)Cw=2 o P[FR)C2 =72

(10=23)
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‘ Se ¢i si chlede come scegliere o( onde minimizzare 1l
valore di R, noti (2, P, Cm eCp , la risposta proviens dal oriterio di
decidere generalmente por ognl valore di 3 in modo da avere il minor costo di
errore j ovvero si dovrd scegliere o= o . :

Consideriamo ora le grandezze ?[5‘), e P[Fﬁ] , funzioni di
A s Por ogni assegnato valore di O & possibile tracciare le due-
grandezze in funzione di o{ 3§ si ottiene in tal modo la caratieristica di
funzionamento del ricevitors, riportata nel diagramma di Fig. [0é-a)e

0,84

0(:1/2_1-0"2@“7‘

T 1

‘,.L

o% Pire | j
&) b)

Dalle (10=19) e (10-20) si vede che la sola jrandezza
dalla quale P(g) ¢ P(PA) dipendono 2 X , per un dato U™ . el cz30 ad
esempio in cui /3 non sia noto, il valore di A puS essere sceito in base
alla caratteristica del ricevitore, vale & dire per una soddisfacente coppia
di valori  P(H)} e P(FA). .

Questa soluzicnaz non sard l'ottimo dal punto di vista statistico.

Un criterio meno arbiirario pud stabilirsi quando sianc noti
i costi C; e Cfm @ non le probabilitd a priori P & Q.

In tal caso & possiblile tracciare le funzioni &i rischio ¥,
ed T2 in funzione di vari possibili valori di ¥ secondo la (10-23))
ove con 4 si & rapprasentata la funzione,é quando la si considera come
variabile indipendente (Fig.l06~b)).

I1 rischio medio totale R = P.%¥, + Q@ * ¥, non & mal superiore
al pil grande dei ‘due rischi condizionali Z:. ed Ty .

La decisione pili sicura & 4i sceglisre 5' +6 quindi 14 s in
mode da minimizzare 11 pidl grande rischio condigzionale. Tale situazione corri-
sponde a fare ¢;* T Quesic criterio & detto. di minimo-massimo.




10~4 . Haporesentazione multidimensionale.

Consideriamo ora il caso pilt interessante di un fenomenec
- multidimensionale, ovvero il segnale & un punto nello spazio multidimensionale.
_S5ia ad esempio 1l caso di un segnale da essere rivelato contenuto nella banda W
‘ad avénte durata T. Tale segnale pud essera raprresentato mediante un vetiore
ad n dimensioni, con M = 2 WI ; ovvero 3

;?D_ Xy, e e Xorw (10_.24)

Supponiamo che il rupgre sia anch'esso rappresentabile nello stesso gpazie
mediante un vettore N.

— —
Ltosservazione Y consiste, o d1 segnale pilt rumore X + N , oppure di solo
rumore HN. Indichiamo con 8 ed N rispettivamente le condizioni segnale presente
& segnale assents.

31 possone ancora definire i seguentli gruppi di grandezze :

- probabilitd a priori: P(S)=P ; P(W)=Q
« matrice dei costi :
O Az
S O C:%i]
(10-25)
N c:; O

= informagione sul rumore
, —

4 .
5 r(vys) | (10-26)
N 10(9’/”)

?0()7/5):‘ }0(71" """ 7z-rw/ ) e
b (V) = b (4 - her/ ) (10-21)

S1 pud pensare alle probabilita condizionali (10-27) come a delle "nuvole"
nello spazio ad M dimensioni( Fzg.lﬁﬂ-

ove & 3

N IS 475,
regione II 0 :f’”a‘ Lew
. ~g? -, ‘4 ,
: O regione I
Pf‘j/ﬁ) " ‘ r .,:",, \ v . . x,
Jfﬁi lj ' \\{,f'superficie di separaziona
. <30 “ | A/y/e/g

3  Fig.loF veifoen



Ancora posslamo pensare di voler dividere lo spazio del
pegnales in dus regieni 3

-~
regione I 3 ove si decids segnale presente se y cade in tale reglone
decisions  (; 7 .

. -
~ regions II s ®i decide segnale assente ( 4y ) se Y cade in tale regions.

La divisione va fatta in modo da minimigzare il rischio
medio. 5i ha ancora che tale condizione corrisponde a

);{s}/: "‘L—:W = /’ (10-28)

ra

£1 pud anche gqui definire, sizilmenis a quanto visto precedentemente s
[ =gl g o7

7wz F(“‘/SJ:/:” ply/s)4Y (10-2)
p

pLFa)= Plu/n)= /I p(7/n) 4 (159

ol ;-"za;/S}- " s) 4/7 (10-31)

Nel caso in cul il segnale sia noto ed esprimibile con 1
samploni >, s ed 11 rumore descrivibile come rumore gaussiano bianco, di
densita spettrale N, , si ha :

2wT a2
fews LT w 42 T how
T/ | = /Wimw) , (10-32)
;O(I/ J LZW“"W 2WT(g —-/))

WA / fM,,.ﬂ\TW, . (10=33

PUTS)= ) "
N 4 “'2
)\(\7’): e e " (10-34)

Col metoco dells « .w.a della decisione si_ghiede al
ricavitors di galcolars )\(y) per il particolare segnale ? ricevuto e di
sonfrontare tale valors con il valore di /5' . Questo & supposto noto a priori
ed b Pfunzione delle probabilita a priori e dei costd.

A
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A .
A (Y > ﬁ ; a@llora il ricevitore decide {;.

Se risulta
A
<

Se & A (V) </g , allora il ricevitore decids

Vedremo nel seguito con alcuni esempi come tale calcolatore

possa essere realizzato praiticamente.

-

10=5. Rivelazione ottima di un segnale determinato.

: Consideriamo di applicare ora la (10-34) al caso in cui 1l
segnale & una funzione determinata contenuta nella banda W, e d4i durata T. Sia
inpltre 2 WP>> 1. La (10-34) pud essere modificata grazie alla (4-36).

P;;?oisamente 8i ha s

éyA_zw[wuﬂ% e

+ O

1 sa =/4(e1 “woo (10-36)

-

‘E w» energia del segnale =

Zssendo poi i campioni Ai nulli per t al difuori di -T , O, si pud
gorivere la (10-34) nella seguente forma i o

-E/Neo ---'- ‘j/&/ OKEJJ/&
/ No [_-r >ﬁ | (10-37)

%A(;?: . _—

e i .
T e o
. / y{‘_.},;)(éj.dk o~ 9/{,/.4[5'/3“-’ / ge & 2 WI>> 1.
/oo T
La (10-37) equivale a sarivera i
we 2 7{e).4[é)dk > o (10-38)
-T

ove |

K = E + e"ﬂ  (10-39)

tuindi 41 ricevitore dovria calcolare W , per una data funzione ricevuta y(t),

¢ confrontare poill con la costante ;{ .

Questo pud essere otienuto con un correlatore inerociato, od un filtro adattato,
la oui risposta impulsiva sia h(t) = s(~t), e duri per il Tempo T«{Fig./08 Je

w [’soglia. dai L—-—S

A

correlatore incrociato

o
- Piltro adattato - decisione " ’

Fig. 108

¥(t)

R
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Ay . s A " N . . by
Vediamo pel lo propeietd statistiche dl [ « Si puo

W= [ = i i (10-40) .
'* Ho W _
Se non ©'d sesmale, allora Y= mi ; ed essendo 27

i ec M) delle variabili aleatorie gaussiane, si avra che la
: 61 probabilitd di W, quando ¢'® rumors (M), ’lo[u/ﬂj y ©
a ha walors medio 3

. é -4;';.; =y O

P

-~ /
— e

No W (10-41)
¢ varignza @ :
2 F 71 Y2 /. ‘
G7 = W = [ ( ¥ fu.,j —
4 o W 2 ) g
g < 4.2 m? = 1 =z9 = (10-42)
ﬁ(%w == Now Ho

S Vi & anche segnale, fj; - 1+ M; y © }”(“’/-g_) & ancora
il

11 valore medic & ora :

—_ - ——) 2F

2 . —
Ue o S(sT i) = (1¢-43)
Mo W N
&k/S
& la varianza & ancora data da 2E/No - }’) (u/ﬂ} e )a[ / J

hannoe quindi l'andamento di Fig. {09.

P (a/n)=P[#A]

Fig, 109

eoefeee



. fi B
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> a) PLFR)
La cury
PLFR) e

& indicat

T sono riportate le
gz = 2,

Quandoe non sia posasi
T o

possibile segulire il ms

J—
W
4

adil
lluo

Il caso menzic vras
s omoti C:g + Cm , € si operi

ndizionall ed Ty s
ante per il punto {C,71) & &

STATS
FUAL)

sosegnare le 3T
vavan ~Perscn.

b)

y ai manca‘:o a:l:::me, @

s
o

p0od decidere in
ﬁgnaionamen al

sntemonte di mini-c-cassino,
moﬁ@ da minimizzare 11 pil gy
luogo nella Fig.lid-a) ad una

nianza

-t Cm.

7. 110-2a), rapgressnia 2E/
costante, al vasiaze ai
8 considerata coze varisbil

coofens




ovelazione di un segnale alﬂa.tomo di spe‘ctro ai

Sia il segnale un membro di un processo aleatorio.
Conglderiamo segnals e rumore nella banda W e siano rispettivamente S, ed Ne
ie dousita ,gijettrah; w"l% supponiamo dapprima costanii. Sia 41 rumore 'bianco
3 s wente indipendente dal segnale.
i hay BiMliMbbbc alia x;wuja,, nel caso 41 solo rumcre 3

27
T **ééjﬁ .thﬁ

7 \ f ! }
RV I N N (10~45)
A / T Ne W

¥ o E

Hel caso in cul anche il segnale & presenue si ha, grazie
segnale e rumore 3

W -2 Y, //S°+No)’v\/

Se3 7 i !
1.1 KS = + £
f‘*>f / | 27 [Se ¢tMe) W | | (10-46)
81 ha quindi la condizions per decidere segnale presente :
Mo L2 ) e e T PR o)
A [So+No / 2 HNo W o+ le

Czleolare tale espressione equivale, similmente a quanito
“30»-5,.‘!3 calcolare la funzione <« & confrontarla con la

if 52/&)‘.& = | (10-48)

wp%[ﬁ‘(/ M- S@ )ij (10-49)

ove ¢

»,

Dalla {‘EO 48) si vede quindi che il calcolatore dovrd
Tintegrale di f/' nel tempo T, ovvero l'energia del segnale

mto contenuta ,m Ty e confrontare tale valore con la soglia 0(
uzioni D(H/N . o(4/8) sono rappresentate in Fig. 4//.

coefoose




Le distribuzioni di figura sono del tipo "chi-quadrato". ,
Dalla Pias {0 & poi possibile oaloolare, par egni o€/ P(H) e P(FA) e tracoiare
la caratteristica di funzionamento del ricevitore. '

Vediamo ora il caso in cui il segnale e rumore hanno densité
spettrali arbitrarie, rispettivamonte W;{,e) e WiH(E) . .

Supponiamo di poter' sviluppare il processo aleatorio y(t),
nell'intervallo T, in serie di Fourier. Si ha :

wT

I
M= : )
ove O C brm sono variabili aleatorie ed W, = .271’/7' .

E' dimostrabile che le variabili oA o b,w, sono approssimativamente indipen—-
denti, e presentano varianza pari a Q'Wr; (m £ ) {£ quando c'? solo rumore, &

I ! .
2L Ws ('”‘ (')"' W" (M‘ ‘(') quando il segnale & anche presente. Si ha quindi,
T —
descrivendo Y  mediante i coefficienti A e by 1

2 ‘5 2
LI A rom
P(Y/H)%« K e " Lt (10-51)
T, Aune + Oam e
- P W,;'{er/""":;[’*/’) O
P(y/s):":- Koo € Ny (10-52)

. i 2

AT )= K e [l e O - Wi b)) (10053)

Il caloolatore dovrad quindi calcolare l'energia di un nuovo
segnale X (t) e confrontare tale misura con la soglia o . Il nuovo segnale 2
quello ottenuto moltiplicando i coefficienti di Fourier du e 5‘., per il fattore

¥

e

T it
/_“, S ' ( : (10.‘-54)
Wi (wd ) [wh(md )+ W (L) |

Cio pud essere ottenuto mediante un filtro lineare di funzione di trasferta
H(f), tale che sia 3

y ¢ Ws(£) | o
(g) e e .
! | / v/,’,(z).[w;/;/+w;{#j §(1 )

eeefeee



Lo schema del ricevitore & pertanto il seguente

4
2(¢ ol
: filtro linpare fr (i S
y(s) (£) ' 2(t) misuratore / soglia
B ——— di_ ai ;
energia, T decisione ‘
N

Fig, ML

Si noti che la (10-55) coincide con la (?‘Zg) per
piccoli valori del rapporto segnale~disturbo.

10~7. Stima di parameiri.

Abbiamo precedentemente trattato il caso della prova cel.es
_otesi, con particolare riferimento al caso della rivelazione del segnale,
r vero di sole due ipotesi, segnale presente e segnale asseniec.

Coneideriamo ora il caso del rilievc di parametri. Sia X,

vero stato del fenomeno, funzione di uno o pil parazeiri 4:,dz ----- Qoo AL

2upio nel oaso di un solo parameiro, ¢ potrebbe traittarsi della distanga &i
. bersaglioc Sonad.

Lo stato osservato y & somma di ruzore ed eventuale segznale
§Varo .

y(t) = x(¢) + n(t)

gve n{t) & il rumore addittivo.

-

Dato lo stato y(t), il problema & gquello di trovare il
criterio che porti alla stima &/ (yg del parametro A , cocn i minorl costil é&i
errore. :

In questo caso sia gli stati veri del fenomeno, che quelli
osservati, sono infiniti.

11 problema & ancora desoritto mediante 3

- le probabilitd condizionali di osservazione }D(Y/’:) , OVVero F[Y/ e~ “"/

queste desorivono le caratteristiche del rumore.

« informagione & priori riguardante la distribuzione dei parametri i

P(A) l“ ovvero ;O(&./ Bg « 0. Am) ’

« la funzione dei costi C(A',A_) , funzione di & ed A& .

veifoes



La funzione del costi dipende dal tipo 41 problema in esamse.
Spesso la sua scelta pud essere determinata dalla necessaria semplificazione dells
trattazione matematica.
!
Lierrore & definito dalla differenza A&~ AQ.

i
Alouni tipi d4i funzioni C["' /“«) gono le seguenti

i | : '
e C!{'&,“) = [ﬁ‘ -"*} s costo proporzionale all'lerrcre
’ — 1 1 .
- C(‘N &) = (a ~A) 4 errore quadratico, di facile trattazione
' nmatematica
8
- 5(@;&} = K, e !5'&*0%]}5 s errore limitato
= 0 altrove in a—g, a+ €

Supponiamo ora di dover stimare un particolars valora di 4
maediante liosservazione y(‘c), gecondo un non ben definito procedimenic.

Se operiamo ripetute osservazioni, statisticamente indipsu~
denti tra loro, il costo di errore medioc & dato da ¢

z (o) = C (o'a): {P(?/A)AF (10-58)

ahe & chiamsto rischioc condigionale.

Ulteriormente si puo mediare T (A ) per tutti i possibili
valori 414 Q. ; ottenendo il rischio totale medio 3

R = [zlo): p(a)-dn = [[Clan) pla) P (Vo) dartT =
=JC(A',D\J~F{A/y)-r(y)-dq\ 4y (10~57)-

. I1 metodo di decisione di Bayes consiste nelld scegliere per
ognl osservagione Y quel valore di &' 3 fale che & mediamente minimizzato il
riaschio Re.

_ v 2
Supponiamo ora che sia (o) a) = A"'ﬁ '+ S1 ha allora
/ .

R [T ) op b F) 4T

—
E' pei , per un dato valore di Y

r S PR 2
[T plef7) o [ )°’ hoShe e o
= O+ (AT ceefues




: . La (10-59) & minima quando O = NP Quindi la (10-58) &
minimizzata per ogni valore di ? quando si scoglie

W77 n-p(a/7)- do | (10-0)

. 2 :
| l '
Pili generalments, se & C (m, 0«) = -f(“}' (0* - 0‘) s allora si ottiene la
oondizione di minimo rischio o criterio di Bayes @ C

(7). S/ o
H(v»} plo)Y) - eda

Lo (10-60) e (10-61) sono valide qualora sianota la distri-
buzione a priori di a4 .

JUWS

(10-61)

Se tale distribuzione non & nota si pud sempre ricorrere al
criterio 41 minimigzare il massimo dei rischl condizionali 2 (a.) Vi & poi un
Teorema, in teoria della decisione, secondo il quale, se si pud trovarc una

- fungzions di densitd & priori ]ﬂ(m.) per la quale 1l rischio condigionale z(a,.)
& indipendente da g , questa & la pil sfavorevole distribuzione di a. , ed
il corrispondente procedimento di decisione di Bayes soddisfa alla condizione di
minino-massimo.

Spesso si puo ricorrere, quando vi siano notevoli difficolta
per il metodo di decisione ottimo di Bayes (o per quello di minimo-mas 1mo), alla
massimizzazione della funzione di densita p 9‘/&) y chiemata funzione
probabile (likelihood function) . Tale procedimentd offre un metodo di stima,
non il migliore. Questo pud per essere confrontato con gli altri irn termini del
rischio medio. Spesso, come si pud vedere dal teorema di Bayes, il massimo di

P(Y/s) capita per valore di O vicino a quello che massimizza p(o/Y)
la funzione di densit& a posteriori. In tal caso i due criteri di stima sono
quasi equivalenti.

Facciamo ora un esempio.

Consideriamo il caso in cui lo stato vero O & rappresentat
da una variabile . avente distribuzione gaussiana centrata , di deviaszione standard 0,
Sia y 1lo stato misurato, perturbato da rumore gaussiano, di deviazione standard

<)’.h .
La fungione probabile & data da 3

| ed(y;“) /203,

Lo/

m

La densita di probabilitid a posteriori @

4/012

f’(‘*f?) P ep(ya) _ 1 e e (10-63)
P(y) 27T P (y) ‘

“'\m
9
NS

s‘\




" 4 _ -
wns costante (y & infatti noio);

4

(10=54)

di siima Bayes 44 allors g

ove &~y & il valor medic della
distribuzione ({004}, I1 corrispondents rischic 3 dato da ¢ N

wft‘[@”j‘ plo)-da =< P

oy
¥




