CAP, 5 e SISTEII LINEARI

5.0, = Introdusione

: Molti sistemi fisici, quali 1 filtri elettricl, servomeccanisni,
ato. .oy poSsono essere rappresentati come in Fig. 44, mediante cioé una sca~
tolz "nera™ fornita di un ingressc ed una uscita.

Se 11 sistema in esame & lincare allors
il leganme %ra ingressce ed uscita &
esprimibile mediante una equaszions 2
differenziale. Se i coefficienti da
equazione sono costvantl nel lempo
. si ha un sistema linearg ed invaria
ingresso uscita nel tempo. Se i coefficienti sono wvariablls
nel tempo, il sistema & anch'esso variabils

. nel tempo. ‘
& > i;ﬁ::ﬁ: IR - E'golo il primo tipo di sistemi chs
b — vengone esaminatli nel seguito.
@g(a A el F(qﬁ 5(&)‘— E('F) Per i sistemi linesari 2l

della sovrapposizione
il guale ad una somma

dalle singole causc. B’
Fige 44 direttamente deducibile o
' soluzione della equazione integ
renziale, seccondo il quale la
generale 8 la somma di solugzioni particolari, guella transitoria e
a regime. i

5¢1e = Funziocne di trasferta e risposta impulsiva

11 comportamento di un sistema lineare pua indifferentomentes
essere desoritto mediante due funzioni, itra loro legate dalla trasformezicne
di Fourier, la funzione di trasferta H(f) e 1a risposta impulsivae h{%;.

La H(f), funzione di itrasferta ¢ risposta in frequenza, si
definisce come il rapporto dello spettro di Pourier dell'uscita, B(f), con
lo spetiro di Fourier dell'ingressc F(f) ; ovvero

Sy

Bz) «  _BE) (5~
F(f)

% ;

. La funzione H(f) puoc egsere ottenuta mediante misurazione ¢
analisi. Mediante misurazioney si puo inviare un segnale sinusoidale c¢on
ed a frequenzza costante alltingresso e misurare la risposta in amplezza ¢

in modo da poter tracciare le curve di risposta di amplezza e fase.
La determinazione di H(f) mediante analisi avviens secondo il

. seguente procedimento

1. determinare l'equazione integro-differenziaie
che lega ingresso ad uscita. :

..'/"Q



. 2. sostituire il termine algebrico { J¥ ) per
' a 27:2.%
. - 1'operazione d/dt, ( jw )* per d /dt ,
o 1/iw  per _'(dt, 6tCees
)
3+ risolvere la risultante equazione algebrica,
espressa secondo il rapporto tra uscita ed ingresso,
in funzione di w .
Dalla (5-1) si ottiene poi 3
B(£) = H (£). P(f), per cui :

R rwk , :
o(t) “Jf(ﬂ' &O5dp = j”(F)- F(f). ¢’ 4 (5-2)

Nel caso in cui sia £(t) = &(¢), allora & F(£) = 1.

Sostituendo pertanto tali condizioni nella (5-2) si ha 3 ;

. ,
o(t) = fi-HH).c’“fﬁ: h (t) (5-3)
‘ove & i |
a(t) — H(£)

-Quindi 1la h(t), trasformata di H(f), & la risposta del sistema all*impulso
§(%) 3 h(t) & detta risposta impulsiva del sistema.

Dalla (5=1) si ottiene poi i

e R ) e R Y
che 3 equivalente alla seguente ' v
W, - [x] " - W | (5-5)

Ovvero, lo spettro di potenza del segnale d'uscita & uguals a quello del
segnale dtingresso, moltiplicato per |EH(Z) ] .

5e20 = Integzéle di convolugzicne.

Si & gld accennato a l'integrale di convoluzione con riferimente
" ad un sistema linears nel paragrafo 1-5, b). ,
© Ripetiamo qui il seguente prooedimento' H

Inviando all'ingresso di un sistema lineare 1'impulso $ ()
si ottiene all'uscita la funzione h(t).
La funzione & (t~ T ) produce all'uscita h(t= Z ).
51 ha poi,- dalla*groprieté delltintegrale di oconvolugione 3
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Jal principic della sovrapposizione linears, sostiiuendo alla somma di causs
la somma dei singoli effettl si ha i

o(t) .[f(@).%(t-?j.au £ e h (5-1)

ro, 1o fungione di uscita di un sistema linears o(t) & data dalla convo-
ziong trse ia fungione di ingresso I\t) e la risposta impulsiva del sistema
w £
,i‘é\‘é}a

§

E' poi wvalida l'squivalenza seguente :

)'wfz

smujsf(fz).%(w}w:j(F[#)-H[x‘J-e -df (58)

Questa puo dimostrarsi nel seguente modo @ '
Ciwh —jut
7 » .
E(f) = J e (k). SRR y(z).&(t-%).d?« e’ 4t =
N e = - { LY
- frhe [fa™ e a ] wn = Pl )
)

Guindi 3
jw&

e [ .
o(t) "JE(‘?)' 5) . &‘t"j F(Q’M“e}“’- - 4t ; da cui la (58},

S¢ =i pone poi nella (5-8) t=0, si ottiene il Teorsma di Parseval @
5{.(’3}« W[-2)dT = j:F(H- H(F]- 4f (5-9)

\
Che in forma pill nota puo scriversi

f Ple) g (k) -de = j(F[!)- G (). 4f | (5-10)

He3e = Misurs della funzione di irasferts mediante rumore.

La funzione H(f) puo essere misurata genericamente mediante la
ralazions (5»1}, misurande ciog lo spettro di Fourier delltuscita e dell!
entratay, e facendone il rapporto. Hel caso in cui il segnale d'ingresso sila
illimitato camotico tale metodo decads, mentre si puo fare ricorso ad alire
grandeszze, Precisamente , dette e(t) ed f£(t) lée funzioni d'uscita ed ingresso

Q'Q/'Q'



del sistema, si ha f

va
» Celk-2) . dE
C (2)= im T | F el (5~11)

~T/2
e(t)=fk({6)'ﬁf&-(5)‘°((5 o  (5-12)
6 sostituendo la (5~12) in (5=11) 3 | |

Cp, ()= (L‘(ﬁ) ;’{(? Hdﬂ (5-13)

: -{I‘i'asformando la (5-13) si ttiene poi ¢

,Ee

{ {
W (#)= Hlt) Wet [4) (5-14)
dalla quale 3 |
{ .
H(£) = M (5~15)
| Wi ()
Essendo inoltre Vg}(f) reale, si . ha @
L ou(e) = < v\g;(f) (5-16)
~ Nel oaso 4i rumore bviamss 4i densitd di potenza Now \V{;(f), sihat
B(£) - We(t) | ~ (5-17)
o »
b(T ) = Ceg(?) |  (5~18)
Ko ‘ '

Altre relazioni relative alla finzione dluscita egtz.

Applicando formulazioni statistiche e temporali si ottiene 3

OO .
E[+()- = | T ) e o
Nel caso in oui f(;) & stazionaria si ha f_(t)v - r(t—_’c‘), da cui
:(_5 =- 2=t ).j %) d% (5=-20)

~00 : : o../o-c



C,feyes)= ele)-eled= [h) b(8): Flama) Fleag)-deraf

Se¢ £{%) & stazionaria si ha 3

£(eima) f[eamp) = C$['z+/3-oz)

gve 7? “ t1 - t2

fom st
i ;’Q“«*éﬁ 7

nalza (5=22) si ha poi

C, (%)= p)C, ('?»”?@"&)‘*M"’Af@

%

0

ey,

Dalla (5»23), trasformando si ha poi ancora 1a (5-5) @

%73
7
[
P
e

i ~jw'e 2 ,
WilH= |Co(r)e dre= [n(B)] - Wy (#) (52
51 ha poi 3

;’? fw(# cdf = Jf )C(ﬁ Jdd 4B

(5~25)

81 noti che, date le proprietd statistiche dell'ingres 580,
ovvero la funzione di densitd 4i probabilita, & difficile il ecalccle della
stessa funzione allfuscita, ad eccezione del caso di funzione dfingres

aleatoria gaussiana.
In tal ocaso infattl 1l'uscita & sempre gaussiana e la densxta d4i prouabilitd
& determinata dalla funzione di autocorrelazions.

Sedo = I £iltrd lineard.
Una particolare classe del sistemd lineari & costituita dal

filtri lineaxri, ovvero da quei sistemi che operano su di wna funzione diingresso
unfoperazionse di selezione di particolari componenti rispetto all'insieme.

acc/voo




Alla classe dei f£iltri lineari appartengono i classici filtri

dai freguenzg. Questl operanco la seporaziona 4l due olasal éi segnali 1 cul
spettri non sl sovrappongono. lLa definizione dei filtri class.ci non tiense

conto di proprietd statistiche.

: Un'altra olasse di £iltri che ricoprono grande izportanza,
soprattutto nellc moderne tccniche del trattamento dei segnali, sono quelli

che operano la separazione di un dato segnale dal rumore, il cui spetiro &

sovrapposto a quello del sezgnale. In questo caso la statistica del segnalil

ha notevole importanza nella determinazione del filtro. B' necessario scegliers

un criterio appropriato per stabilire il migliore tipo di filtiro. Tale criterio

dipende dalla grandezza che si vuole gttimizzare. Una olasse &1 tali £iltri che

operano l'ottimizzazione della possibilitd di rivelare la presenza del messagqio

nel rumoreé.éd quella dei filtri di pre-rivelazione deil quali fanno parte i f£iliri

adottati.

Esamineremo le proprietd di ottimizzazione di quest'ultimi nel
seguitos Por il momento oi interessa qui riportare alcure loro proprieti.

5.5.‘- Correlazione mediante filtraszgio.

Si & visto che per un filtro lineare la funzione d'uscita & data
dall'integrale di convoluzione tra ingresso e risposta impulsiva § ovvero @

o(t) = j?('t% h(e-T). dZ (5-26)

Se ora si pone h(t) = g(-t), ovvero

h(t= T ) = g(r=t), sostituendo nella {5-26) si ottiene

o(t) -Sf(z Yo glz=t)« d% (5-27)

e sostituendo ¢ con’T , si ‘ottiene l'integrale di corrslazione incrociata tra
le funzioni £(t) e g(ts, ovvero 3

%

ox) = G (%) - f(ﬁ).gct-:-'u;az (5-28)

Se & in particolare h(t-"Z) » 2(T=t), 1a (5-28) diviene la
funzione di autocorrelazione s

C% (“c) - jﬁ(h} 2(t-T ) dE - (5-29)

In tal caso il filtro si dice adattato.

C‘./!..



AT NG A e 5 G0 5 & o S i T

 membro t

Dalla posizione k(%) = f£(=t) derivae, trasformando mombre &

H(f) s P(=f) = F* (£) (5-30)
Sostituendo ora la (5~30) nella (5-1) si ottiens 3

X 2
B(£) = B(2).F(£) = F (£).F(£) = | F(2)) | (5-31)

Ovvero lo spettro di Fourier del segnale d'uscita dal filtro

adattato & uguale allo spetitro di energia del segnale d'ingressoe

e




